CENTRALNA KOMISJA EGZAMINACYJNA
OKREGOWE KOMISJE EGZAMINACYJNE

INFORMATOR

O EGZAMINIE MATURALNYM

/. MATEMATYKI
OD ROKU SZKOLNEGO 2014/2015



Materialy do Informatora opracowano w ramach projektu Pilotaz nowych egzaminow maturalnych,
Dziatanie 3.2. Rozwoj systemu egzaminow zewnetrznych,
Priorytet III Wysoka jako$¢ systemu oswiaty,
Program Operacyjny Kapitat Ludzki.

CENTRALNA
KAPITAL LUDZKI KOMISJA e o

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI EGZAMINACYJNA FUNDUSZ SPOLECZNY




INFORMATOR

O EGZAMINIE MATURALNYM

/Z MATEMATYKI
OD ROKU SZKOLNEGO 2014/2015

opracowany przez Centralng Komisj¢ Egzaminacyjng

we wspotpracy z okregowymi komisjami egzaminacyjnymi
w Gdansku, Jaworznie, Krakowie, L.odzi,

Lomzy, Poznaniu, Warszawie 1 we Wroclawiu

Centralna Komisja Egzaminacyjna
Warszawa 2013



Centralna Komisja Egzaminacyjna

ul. Jozefa Lewartowskiego 6, 00-190 Warszawa
tel. 22 536 65 00

ckesekr@cke.edu.pl

Okregowa Komisja Egzaminacyjna w Gdansku
ul. Na Stoku 49, 80-874 Gdansk

tel. 58 320 55 90

komisja@oke.gda.pl

Okregowa Komisja Egzaminacyjna w Jaworznie
ul. Adama Mickiewicza 4, 43-600 Jaworzno

tel. 32 616 33 99

oke@oke.jaworzno.pl

Okregowa Komisja Egzaminacyjna w Krakowie
0s. Szkolne 37, 31-978 Krakow

tel. 12 683 21 01

oke@oke.krakow.pl

Okregowa Komisja Egzaminacyjna w Lomzy
ul. Nowa 2, 18-400 Lomza

tel. 86 216 44 95

sekretariat@oke.lomza.pl

Okregowa Komisja Egzaminacyjna w Lodzi
ul. Ksawerego Praussa 4, 94-203 £.6dz

tel. 42 634 91 33

komisja@komisja.pl

Okregowa Komisja Egzaminacyjna w Poznaniu
ul. Gronowa 22, 61-655 Poznah

tel. 61 854 01 60

sekretariat@oke.poznan.pl

Okregowa Komisja Egzaminacyjna w Warszawie
ul. Grzybowska 77, 00-844 Warszawa

tel. 22 457 03 35

info@oke.waw.pl

Okregowa Komisja Egzaminacyjna we Wroctawiu
ul. Tadeusza Zielinskiego 57, 53-533 Wroctaw

tel. 71 785 18 94

sekretariat@oke.wroc.pl



Spis tresci

L1 ] oSSR SPPPRPN 7
1. Opis egzaminu maturalnego z matematyki ... 9
2. Podstawowe zasady oceniania rozwiazan zadan otwartych ..., 1
3. Przyktady zadan wraz z rozwigzaniami i opisem sposobu przyznawania punktéw ................... 14
4. Przyktadowe zadania z matematyki na poziomie podstawowym wraz z rozwigzaniami .............. 41
5. Przyktadowe zadania z matematyki na poziomie rozszerzonym wraz z rozwigzaniami .............. 65
6. Informacja o egzaminie maturalnym z matematyki dla absolwentéw niestyszacych .................. 111
6.1. Egzamin maturalny z matematyki dla absolwentow niestyszacych .............cccoeeeeviininnns 111
6.2. Podstawowe zasady oceniania rozwigzan zadan otwartych ..o, 112
6.3. Przyktady zadan wraz z rozwigzaniami i opisem sposobu przyznawania punktow ......... 115

6.4. Przyktadowe zadania z matematyki na poziomie podstawowym dla absolwentow
niestyszgcych Wraz z 10Zwigzaniami .............cccceerveiriiesieeie et be e se s 142

6.4. Przyktadowe zadania z matematyki na poziomie rozszerzonym dla absolwentow
niestyszacych Wraz Z roZwigZaniami ............covereiiiiiiiiiieiee e 157

Opinia Konferencji Rektorow Akademickich Szkot Polskich o informatorach maturalnych
00 2015 TOKU ...ttt ettt ettt e e ettt ereereere e 173
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Wstep

Informator o egzaminie maturalnym z matematyki od roku szkolnego 2014/2015 jest
podzielony na sze$¢ czgsci.

CzESC 1. zawiera ogdlne informacje dotyczace egzaminu maturalnego z matematyki oraz
kroétki opis arkuszy egzaminacyjnych dla poziomu podstawowego i rozszerzonego.

CzESC 2. przedstawia podstawowe zasady oceniania rozwigzan zadan otwartych wraz
z przyktadowymi sposobami przydziatu punktéw za poszczeg6lne fazy rozwigzania.

CzESC 3. zawiera przyklady zadan otwartych wraz z rozwigzaniami, opisem sposobu
przyznawania punktow i uwagami, ktére moga by¢ przydatne w glgbszym zrozumieniu
przedstawionych w czesci 2. zasad oceniania.

CzESC 4. zawiera przyktadowe zadania, jakie moga pojawi¢ si¢ w arkuszach maturalnych na

egzaminie z matematyki na poziomie podstawowym. Do kazdego zadania:

e przypisano najwazniejsze wymagania ogélne i szczegdétowe z podstawy programowej
ksztalcenia ogolnego, do ktorych to zadanie si¢ odnosi

e podano przyktadowe rozwigzania — jedno lub wigce;.

CzESC 5. zawiera przyktadowe zadania, jakie moga pojawi¢ si¢ w arkuszach maturalnych na

egzaminie z matematyki na poziomie rozszerzonym. Podobnie jak w poprzedniej czesci do

kazdego zadania:

e przypisano najwazniejsze wymagania ogolne iszczegotowe z podstawy programowej
ksztalcenia ogolnego, do ktorych to zadanie si¢ odnosi,

e podano jedno lub kilka przyktadowych rozwigzan.

CZESC 6. przedstawia informacje o egzaminie maturalnym dla absolwentdéw niestyszacych.

Zadania w Informatorze:

e nie wyczerpuja wszystkich typéw zadan, ktore moga wystapi¢ w arkuszach
egzaminacyjnych,

e nie ilustrujg wszystkich wymagan z matematyki zawartych w podstawie programowe;.

Informator nie moze by¢ zatem jedyng ani nawet gldéwng wskazoéwka do planowania procesu
ksztalcenia matematycznego w szkole ponadgimnazjalnej. Tylko realizacja wszystkich
wymagan z podstawy programowej moze zapewni¢ wszechstronne wyksztatcenie uczniow
szkot ponadgimnazjalnych i ich wlasciwe przygotowanie do egzaminu maturalnego.
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Przed przystapieniem do dalszej lektury Informatora warto zapoznac¢ si¢ z ogoélnymi zasadami
obowigzujacymi na egzaminie maturalnym od roku szkolnego 2014/2015. Sg one okreslone
w rozporzadzeniu Ministra Edukacji Narodowej z dnia 30 kwietnia 2007 r. w sprawie
warunkow 1 sposobu oceniania, klasyfikowania i promowania ucznidw 1 stuchaczy oraz
sposobu przeprowadzania sprawdziandow i egzamindw w szkotach publicznych (Dz.U. nr 83,
poz. 562, z pdzn. zm.), w tym w szczegdlnosci w rozporzadzeniu z 25 kwietnia 2013 r.
zmieniajagcym powyzsze rozporzadzenie (Dz.U. z 2013 r., poz. 520), oraz — w skroconej
formie — w czegSci ogodlnej Informatora o egzaminie maturalnym od roku szkolnego
2014/2015, dostgpnej na stronie internetowej Centralnej Komisji Egzaminacyjnej
(www.cke.edu.pl) oraz na stronach internetowych okrggowych komisji egzaminacyjnych.
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1 . Opis egzaminu maturalnego z matematyki

Matematyka jest obecna na sprawdzianie w szkole podstawowej, na egzaminie gimnazjalnym
1 na maturze. Na egzaminie maturalnym sprawdza si¢, w jakim stopniu abiturient speinia
wymagania z matematyki w zakresie okre§lonym podstawg programowag ksztalcenia ogélnego
dla IV etapu edukacyjnego. Poszczegodlne zadania zestawu egzaminacyjnego mogg tez,
w mysl zasady kumulatywnosci przyjete] w podstawie, odnosi¢ si¢ do wymagan przypisanych
do etapow wczesniejszych (I, II oraz III).

Podstawa programowa dzieli wymagania na szczegoélowe 1 ogdlne oraz wyodrebnia te, ktore
powinny by¢ zrealizowane na poziomie rozszerzonym. Wymagania szczegélowe odwotujg si¢
do $cisle okreslonych wiadomosci i konkretnych umiejetnosci. Podstawowe znaczenie maja
wymagania ogoélne, jako syntetyczne ujecie nadrzgdnych celow ksztatcenia, stanowigce
odpowiedz na pytanie, po co uczymy matematyki; informuja, jak rozumie¢ podporzadkowane
im wymagania szczegotowe. Poziom opanowania wymagan szczegdtowych jest tym wyzszy,
im lepiej stuzy osiggnieciu celow okreslonych w wymaganiach ogo6lnych.

Egzamin maturalny z matematyki, jako przedmiotu obowigzkowego, jest zdawany na
poziomie podstawowym. Jesli matematyka zostala wybrana jako przedmiot dodatkowy,
egzamin jest zdawany rowniez na poziomie rozszerzonym. Zadania egzaminacyjne z mate-
matyki mogg na obu poziomach mie¢ form¢ zamknigta lub otwarta.

W poréwnaniu z dotychczasowym egzaminem maturalnym struktura egzaminu na poziomie
podstawowym pozostanie bez zmian.

Egzamin na poziomie rozszerzonym zmieni si¢ tak, by lepiej zmierzy¢, w jakim stopniu
zdajacy speiniaja wymagania ogolne podstawy programowej. W efekcie, mniej bedzie
rozbudowanych zadan sprawdzajacych znajomos¢ algorytmoéw i umiejetnos¢ postugiwania sie
nimi w typowych zastosowaniach, wigcej natomiast zadan sprawdzajacych rozumienie pojec¢
matematycznych oraz umiejetno$¢ dobierania wlasnych strategii matematycznych do
nietypowych warunkow. W szczegdlnosci oznacza to, ze wymagania szczegblowe przypisane
w podstawie programowej do wczesniejszych etapow ksztalcenia moga pojawic si¢ w nowym
kontek$cie. Dobrym przykladem takiej sytuacji moze by¢ zastosowanie twierdzenia
Pitagorasa do obliczenia pola przekroju ostrostupa, w szczegdlnosci takiego ostrostupa, ktory
nie jest prawidtowy.
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Opis arkusza dla poziomu podstawowego

Arkusz egzaminacyjny sktada si¢ z trzech grup zadan.

I

II

I1I

grupa zawiera zadania zamknigte. Dla kazdego z tych zadan sa podane cztery
odpowiedzi, z ktorych tylko jedna jest poprawna. Kazde zadanie z tej grupy jest
punktowane w skali 0—1. Zdajacy wskazuje wlasciwa odpowiedz, zaznaczajac swoja
decyzj¢ na karcie odpowiedzi.

grupa zawiera zadania otwarte krotkiej odpowiedzi. Zdajacy podaje krotkie
uzasadnienie swojej odpowiedzi. Zadania z tej grupy punktowane sg w skali 0-2.

grupa zawiera zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi. Zadania te wymagajg
starannego zaplanowania strategii rozwigzania oraz przedstawienia sposobu
rozumowania i sg punktowane w skali 0—4, 0-5 albo 0-6.

Opis arkusza dla poziomu rozszerzonego

Arkusz egzaminacyjny sktada si¢ z trzech grup zadan.

I

II

III

grupa zawiera zadania zamkniete. Dla kazdego z tych zadan zdajacy wskazuje wlasciwag
odpowiedz, zaznaczajac swoja decyzj¢ na karcie odpowiedzi. Zadania punktowane sg
w skali 0-1.

grupa zawiera zadania otwarte krotkiej odpowiedzi, w tym zadania z kodowang
odpowiedzig. Zadania te punktowane sg w skali 0-2, 0-3 albo 0—4.

W zadaniach z kodowang odpowiedzig zdajacy udziela odpowiedzi wpisujgc zadane
cyfry otrzymanego wyniku do odpowiedniej tabeli. Ocenie podlega tylko zakodowana
odpowiedz.

grupa zawiera zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi. Rozwigzujac zadania z tej
grupy, zdajacy w szczegbélnosci ma wykazaé¢ si¢ umiejetnoscia rozumowania oraz
dobierania wlasnych strategii matematycznych do nietypowych warunkéw. Zadania te
punktowane sg w skali 0-5, 0—6 albo 0-7.
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2 . Podstawowe zasady oceniania rozwiazan zadan otwartych

W zadaniach krétkiej odpowiedzi zdajacy otrzymuje 1 lub 2 punkty za rozwigzanie, ktérego
nie doprowadzit do konca lub w ktoérym popethit pewne btedy. Okreslony jest jednak
minimalny postep, ktéry w tym rozwigzaniu musi by¢ osiagniety, by otrzymac¢ 1 punkt, oraz
okreslone jest, jak zaawansowane powinno by¢ rozwiazanie, by mozna byto je oceni¢ na
2 punkty.

W rozwigzaniach zadan rozszerzonej odpowiedzi zostaje wyrdzniona najwazniejsza faza,
nazywana pokonaniem zasadniczych trudno$ci zadania. Przyjeto zasadg, Zze za pokonanie
zasadniczych trudno$ci zadania przyznaje si¢ co najmniej polowe punktow, jakie zdajacy
otrzymalby za bezbledne rozwigzanie tego zadania. Tak wiec w zadaniu za 4 punkty, za
pokonanie zasadniczych trudnosci, przyznajemy 2 lub 3 punkty (zaleznie od zadania).
W zadaniu za 5 punktow za t¢ faz¢ na ogdt przyznajemy 3 punkty. W zadaniach za 6 punktow
—na ogo6t 3 lub 4 punkty. Wyrdznienie w rozwigzaniu zadania rozszerzonej odpowiedzi fazy
pokonania zasadniczych trudno$ci zadania powoduje nastgpnie wyrdznienie kilku innych faz.
Przed pokonaniem zasadniczych trudnos$ci zadania wyrdzniamy jeszcze jedng lub dwie fazy je
poprzedzajace: dokonanie niewielkiego postgpu, ktory jednak jest konieczny dla rozwigzania
zadania oraz dokonanie istotnego post¢pu w rozwigzaniu zadania. Zdajacy, ktoéry pokonat
zasadnicze trudnosci zadania, mégt na tym poprzesta¢ lub mogt kontynuowaé rozwigzanie.
Wyrdézniamy wazng kategori¢ rozwigzan, w ktorych zdajacy pokonat zasadnicze trudno$ci
zadania 1 kontynuowat rozwigzanie do konca, jednak w rozwigzaniu popehit biedy
niewptywajace na poprawno$¢ calego rozumowania (na przyklad nieistotne dla catego
rozumowania btedy rachunkowe lub niektére btedy nieuwagi). Analogicznie wyrdézniamy
kategori¢ pokonania zasadniczych trudnosci z nieistotnymi bledami. W kazdym przypadku
okres§lana jest liczba punktow przyznawana za rozwigzania w kazdej (lub niektorych)
z powyzszych kategorii. Nalezy podkresli¢, ze schemat oceniania rozwigzania zadania jest
traktowany jako integralna czg$¢ zadania; na ogot ten schemat oceniania uwzglednia
wszystkie typowe sposoby rozwigzania i czasami rowniez niektore nietypowe.

Zatem w zadaniu za 3 punkty:

1. rozwigzanie, w kKtorym nie ma iStotnego POSTEPU ....ceevvreererreeriieeeiireeiee e eevee e 0 pkt
2. rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep, ale nie zostaty pokonane zasadnicze
trUANOSCT ZAAANIA. .......eiiiiiiiiii e .1 pkt
3. zostaly pokonane zasadnicze trudno$ci zadania, ale zadanie nie zostalo rozwigzane
DEZDICANIE ... eanees 2 pkt
4. zadanie zostato rozwigzane bezblednie . ..........ccoecvieiiiiiiiiniiiii 3 pkt
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Natomiast w zadaniu za 4 punkty:

1. rozwigzanie, w ktérym nie ma istotnego POSIEPU ...cccvveevvieeriieeriieerireeeieeeereee e .0 pkt
2. zostat dokonany istotny postep w rozwigzaniu zadania, ale nie zostaly pokonane

zasadnicze trudnos$ci zadania lub zostaly pokonane zasadnicze trudnosci zadania,
lub w trakcie pokonywania zasadniczych trudno$ci zadania zostaty popetnione biedy,

USEETK .+ 1ottt ettt ettt ettt et et e bt e st e e bt e st e eabeestaeenbe e seeenbe e saeenbeeneeenseennes 1 pkt
3. zostaty pokonane zasadnicze trudnos$ci zadania i zdajacy na tym poprzestat lub btednie

KoNtynuOWal TOZWIZANIE . .....ccueeviieiieeiieiiecie ettt aeeeaeenaee s oes 2 pkt
4. zostaty pokonane zasadnicze trudnosci zadania, zdajacy doprowadzit rozwigzanie

do konca, ale rozwigzanie zadania zawiera bledy, usterki ..........ccocovvvviiiiniiieninn o 3 pkt
5. zadanie zostato rozwigzane bezblednie ...........ccoccveeiiiiiiiiiici e 4 pkt

Ponizej zamieszczone zostaly przykladowe sposoby przydziatu punktéw za poszczegolne fazy
rozwigzania zadan rozszerzonej odpowiedzi.

Najprostszy podziat punktow za rozwigzanie zadania za 5 punktow wyglada nastepujaco:

1.
2.

rozwigzanie, w ktorym nie ma istotnego POSIEPU ..cccvveevvreeriieeeiiieerieeeiee e o 0 pkt
zostal dokonany istotny postgp w rozwigzaniu zadania, ale nie zostaly pokonane

zasadnicze trudnos$ci Zadania .........c.cccccveeeiiieeiiie e e . 1 pkt
zostaly pokonane zasadnicze trudno$ci zadania, ale w trakcie ich pokonywania zostaty

zostaly pokonane zasadnicze trudno$ci zadania, zdajacy doprowadzil rozwigzanie do
konca, jednak rozwigzanie zadania zawiera usterki (btedy rachunkowe, zgubienie
rozwigzan, brak wyboru wlasciwych rozwigzan itp.) ........ccceeeeevviieiienciieniienieennen. 4 pkt
zadanie zostato rozwigzane bezblednie ...........ccoccoeviiiiiiiiiii e 5 pkt

A oto inny przydziat punktéw w zadaniu za 5 punktow :

rozwigzanie, w ktorym nie ma istotnego POSIEPU .....ccveervieriierieieniienieeriie e .0 pkt
rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
catkowitego r0zwigzania zadania ............ccceeceeeviierieeiiienie ettt 1 pkt
zostal dokonany istotny postgp w rozwigzaniu zadania, ale nie zostaly pokonane
zasadnicze trudnos$ci zadania lub zostaly pokonane zasadnicze trudnosci zadania,
rozwigzanie zadania nie zostalo doprowadzone do konca, ale w trakcie pokonywania

zasadniczych trudnosci zadania zostaty popetnione biedy, usterki ...........cceenee. .. 2 pkt
zasadnicze trudnoS$ci zadania zostaty pokonane bezbtednie 1 zdajacy na tym poprzestat
lub blednie kontynuowal rozwigzanie ............ccccoveeeiiiniiiiiieneee e, .3 pkt

zostaly pokonane zasadnicze trudno$ci zadania, zdajacy doprowadzil rozwigzanie do
konca, jednak rozwigzanie zadania zawiera usterki (btedy rachunkowe, zgubienie
rozwigzan, brak wyboru wlasciwych rozwigzan itp.) .......ccccceeeveviieiiiieniieniieee 4 pkt
zadanie zostato rozwigzane bezblednie ...........cccccoeviiiiiiiiiiiii .5 pkt
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Przyktadowy sposob przydziatu punktéw w zadaniu za 6 punktow:

1. rozwigzanie, w ktorym nie ma iStotnego POStEPU .....eeeveverereveeerereeeiieeeiieeereeeeeeeen .0 pkt
2. rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
catkowitego 10zwigzania zadania .............ccoeceeeiiierieeiieenie e .1 pkt
3. zostal dokonany istotny postep w rozwigzaniu zadania, ale nie zostaty pokonane
zasadnicze trudnoS$ci Zadania ..........occeeeevieiiieriienieeieeee e 2 pkt
4. zostaly pokonane zasadnicze trudnos$ci zadania, rozwigzanie zadania nie zostato
doprowadzone do konca, ale w trakcie pokonywania zasadniczych trudno$ci zadania

zostaly popetnione btedy, UStErki ........ccceieiiieeiiiiiiieceee e .3 pkt
5. zasadnicze trudnos$ci zadania zostaly pokonane bezbtednie 1 zdajacy na tym poprzestat
lub blednie kontynuowal rozwigzanie ............cccoeoeiiieniiiiiieneee e, 4 pkt

6. zostaly pokonane zasadnicze trudnosci zadania, zdajacy doprowadzit rozwigzanie do
konca, jednak rozwigzanie zadania zawiera usterki (btedy rachunkowe, zgubienie
rozwigzan, brak wyboru wlasciwych rozwigzan itp.) .......ccccceevveviieiiiiinieniieeene .5 pkt

7. zadanie zostato rozwigzane bezblednie ...........ccooieiiiiiiiiiiiieii 6 pkt

Celem pelniejszego zilustrowania sposobu oceniania zadan otwartych, na nastgpnych stronach
zamieszczone zostaly przyktady zadan wraz z rozwigzaniami, opisem sposobu przyznawania
punktow 1 uwagami, ktore moga by¢ przydatne w glgbszym zrozumieniu przedstawionych
powyzej regul oceniania.
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3 . Przyktady zadan wraz z rozwigzaniami i opisem sposobu przyznawania punktéw

Zadanie I (0-3)

Dany jest ostrokatny trojkat rownoramienny ABC, w ktoérym |AC| :|BC|. Na bokach, na

zewnatrz trojkata ABC, zbudowano kwadraty ABDE, BCFG 1 ACHJ. Wykaz, ze pola
trojkatow AHE 1 BEG s3 réwne.

Rozwiazanie

Omowimy cztery sposoby rozwigzania tego zadania.

Sposéb I (trygonometryczny)

Przyjmijmy oznaczenia:
H F

E D

|4B|=|4E|=a, |AC|=|BC|=|BG|=b, |)BAC|=|1A4BC|=aq.

Rozwigzanie tym sposobem polega na obliczeniu obu szukanych p6l za pomoca a, b1 .
Mamy bowiem:

Py = %~|AE|-|AH|-sinD EAH ,

Pyrs :%-|BE|-|BG|-sinD EBG .

Zauwazmy, 7e: |AE | =a oraz |BG| =b. Obliczamy dtugosci odcinkow AH 1 BE oraz
wyrazamy za pomocg & miary katow EAH 1 EBG.
Mamy:

|4H| =02,

|BE|=a\2.
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Poniewaz trojkat ABC jest rownoramienny i ostrokatny, wiec o >45°. Nastepnie
[0 EAB|+[J BAC|+|0 CAH|=90°+ & +45° =135°+a >135°+45°=180°,
a wigc kat wypukty EAH jest rbwny
360°—(135°+ &) =225°—a.
Podobnie,
|0 GBC|+|1 ABC|+|1 EBA|=90°+a +45° =135°+a >135°+45° =180°,
a wiec kat wypukty EBG jest rowny
360°—(135°+ ) =225°—a.

Zatem
[0 EAH|=225°-a =|J EBG|.
Stad otrzymujemy
1 . 1 :
P,:= 5-|AE|-|AH|-smEAH zz-a -bx/z-sm(225°—a)
oraz

Pypg =%-|BE|-|BG|-sinEBG :%-aﬁ-b-sin(225°—a).

P

BEG °

Stad wynika, ze P

g = co koficzy dowad.

Komentarz

Rozwigzanie sktada si¢ z trzech krokow: obliczenie dlugosci bokow AH i BE, wykazanie
réwnosci katow EAH 1 EBG (np. przez wyznaczenie obu katow za pomoca ) oraz
zastosowanie wzoru na pole trojkata.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania polega na obliczeniu wszystkich wielkosci
potrzebnych we wzorach na pole. Jeden z mozliwych bledéw zdajacych, na ktéry nalezy
zwroci¢ tu uwage, moze polega¢ na zlym zastosowaniu wzoru na pole trojkata

(np. pominigcie wspotczynnika %). Pomimo tego btedu zdajacy otrzymuje poprawny wynik.

W takim przypadku uznajemy rozwigzanie za niedokonczone — bezbtednie zostaty pokonane
tylko zasadnicze trudnosci zadania. W tym rozwigzaniu trudno oczekiwa¢ wielu innych
rozwigzan blednych; maturzysta na ogdét nie popelni bledu przy obliczaniu przekatnej
kwadratu czy dodawaniu miar katdow. Mozna natomiast spodziewaé si¢ rozwigzan
czgsciowych, np. niedokonczonych. Niektére takie rozwigzania omawiamy w uwagach
zamieszczonych po schemacie oceniania.
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Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

ISTOtNY POSLEP ceeeeervunrricrisnnicssssnnricsssnsncsssssssnssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsns 1 pkt
Obliczenie dlugosci bokéw AH i BE za pomoca bokow AB i AC

lub

wykazanie, ze |D EAH | = |D EBG|.

Pokonanie zasadnicZych trudnosSCi ....cooeececveicnisencssnicssnicsssnesssanssssanesssssessssssssssssssasssssanes 2 pkt

Obliczenie dlugosci bokow AH 1 BE za pomocg bokéw AB 1 AC oraz wykazanie, ze
[0 EAH| =] EBG].

ROZWIgZanie PeINe ........oiceiiviveiinivniininerinsseiinseicssnicssnissssssssssnsssssssssssssssssssssssssssssssssassssns 3 pkt

Wykazanie, ze pola obu trojkatéw sa rowne.

Uwagi

Zdajacy moze wykonaé obliczenia zwigzane tylko z jednym z dwoch trojkatow i1 na tym
poprzesta¢. Na przyktad w przypadku trojkata 4AHE moze wykonac nastgpujace obliczenia
AB|=a,|AC|=b,|0 BAC|=a):

(przy zachowaniu oznaczen z powyzszego rozwigzania,
° |AH | = b\/i )
e |DE4H|=225°-a;

1

P zz-a-b-\/z-sin(225°—a).

Wowczas:

e jesli zdajacy wyznaczy tylko dlugos¢ boku AH lub miar¢ kata FAH, to takie
rozwigzanie nie jest jeszcze traktowane jako istotny postep 1 przyznajemy za nie
0 punktéw,

e jesli zdajacy wyznaczy dlugos¢ boku AH i miar¢ kata EAH, to takie rozwigzanie
czgsciowe traktujemy jako ,.istotny postep” 1 przyznajemy za nie 1 punkt,
e jesli zdajacy wyznaczy bok AH 1 zapisze pole w postaci P,,, = %-ab\/z -sinl] EAH ,

nie wyznaczajac przy tym kata EAH za pomocg kata «, to takie rozwigzanie
cze$ciowe traktujemy takze jako ,,istotny postep” i przyznajemy za nie 1 punkt,

e jesli zdajacy wyznaczy bok AH, wyznaczy kat EAH za pomoca kata & 1 zapisze pole
trojkata AHE wpostaci P, = %-abx/z -sin(225°—«a), to traktujemy takie

rozwigzanie jako pokonanie zasadniczych trudnosci zadania iprzyznajemy za nie
2 punkty.
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Sposob II (stosunek pol)
W tym rozwigzaniu korzystamy z nast¢pujacej wlasnosci trojkatow:
Dane sg dwa trojkaty ABC 1 DEF takie, ze [ A=[1 D

F
C
A B D FE
Wowczas
Pisc _ |AB|‘|AC| .
P, |DE|-|DF|

Powyzsza proporcja wyraza w sposoOb czysto geometryczny te samg tre$¢ co wzor
trygonometryczny na pole trojkata. Mianowicie mamy:

Pye :%-|AB|-|AC|-sinA
oraz

Py = % | DE|-|DF|-sin D.
Sformutowanie geometryczne pozwala przeprowadzi¢ dowod bez odwotywania si¢ do
trygonometrii.
Tak jak w sposobie pierwszym dowodzimy, ze |D EAH | = |[] EBG| .

H F
C

1D D

Nastepnie korzystamy ze wspomnianej wyzszej wlasnos$ci trojkatow:

Py _ [AE|-|4H| _|4E|-|AC|-V2 _|4E] |4cC]
Pyg |BE|'|BG| |AB|-\/§-|BG| |AB| |BG| ’

co dowodzi, ze P,,, = P, .

AHE
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Przy zachowaniu oznaczen z poprzedniego sposobu rozwigzania, mozemy to rozwigzanie
zapisa¢ w sposob nastepujacy. Przyjmujemy |AB| =ai |AC| =b. Wowczas |AH | :b\/z oraz
|EB| =a\/§. Tak jak w sposobie I, pokazujemy, ze |D EAH | =|D EBG|. Korzystajac
z twierdzenia o stosunku pol, otrzymujemy

Pue _|AE|'|AH| _ a'b\/z_l

P, |BE||BG| a-b2

co dowodzi, ze P, = P, -
Komentarz

W tym sposobie rozwigzania podstawowym zadaniem jest — tak jak w sposobie pierwszym
— obliczenie dlugosci odcinkow AH 1 BE oraz wykazanie réwnosci katow EAH 1 EBG.
Dlatego schemat oceniania moze by¢ taki sam, jak w sposobie 1. Uwagi dotyczace rozwigzan
niekompletnych sg takie same jak w przypadku sposobu 1.

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

ISTOtNY POSLEP cereeernnrrecrssnnricssssnnricsssnsnsssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsss 1 pkt
Obliczenie dlugosci bokow AH 1 BE za pomocg bokéw 4B 1 AC

lub

wykazanie, ze |D EAH | = ||] EBG|.

Pokonanie zasadniczych trudnoSCi ......coieviicveiisiinseinninsseinninnsnncsenssnissssessssesssssssesasens 2 pkt

Obliczenie dlugosci bokéw AH 1 BE za pomoca bokow AB 1 AC oraz wykazanie, Ze
|7 EAH| =] EBG].

ROZWIQZanie PeINe .....ueiiiiivniiiiiisniicnisnnniicsssnnicssssnsncssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssess 3 pkt

Wykorzystanie wzoru trygonometrycznego do obliczenia pol obu trojkatow 1 wykazania,
ze te pola sg rOwne.

Uwaga

Jesli zdajacy wykonuje obliczenia tylko w jednym z rozwazanych trdjkatow, to w istocie
rozwigzuje zadanie sposobem pierwszym i1 mozemy zastosowaé rozstrzygnig¢cia zawarte
w uwadze do schematu oceniania w sposobie 1.
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Sposéb III (geometria analityczna)

Rozwigzanie zadania sposobem analitycznym sktada si¢ z trzech krokéw. Po pierwsze,
w wygodny sposdb umieszczamy rozwazane figury geometryczne w uktadzie wspotrzednych
— lub réwnowaznie — do istniejacych figur dobieramy uklad wspétrzednych. Po drugie,
w przyjetym uktadzie wspotrzednych obliczamy wspotrzedne potrzebnych punktow.
Wreszcie, za pomocg obliczonych wspotrzednych, obliczamy wielkosci, o ktore chodzi
w zadaniu.

W naszym przypadku te kroki sprowadzajg si¢ do:
e wyboru uktadu wspoétrzgdnych;
e obliczenia wspotrzednych wierzchotkow trojkatow AHE 1 BEG;
e obliczenia pdl trojkatow AHE 1 BEG.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania polega na obliczeniu wspotrzednych
wierzchotkow trojkatow AHE 1 BGE.

Popatrzmy teraz, w jaki spos6b mozna przeprowadzi¢ takie rozwigzanie. Najpierw musimy
wybra¢ uktad wspotrzednych. Mozna to zrobi¢ na wiele sposobow; trudnosci obliczeniowe
zadania beda zalezaty od sposobu wyboru uktadu. Jednym z najwygodniejszych sposobow
jest wybor uktadu wspotrzednych uwzgledniajacy naturalne symetrie figur wystepujacych
w zadaniu. W naszym przypadku wybieramy uklad tak, by o§ Oy zawierala o symetrii
trojkata rownoramiennego ABC. Umieszczamy zatem trojkat ABC w ukladzie wspotrzednych
tak, ze

A=(-a,0), B=(a,0), C=(0.h).

gdzie a>0 i h>0. Poniewaz trojkat ABC jest ostrokatny, wiec |D BAC | > 45°, skad wynika,
ze a<h.

A
y
H I F
C
J ;G
A 0B K T
/
E D

Wyznaczamy teraz wspolrzgdne punktéw E, G i H. Oczywiscie bok 4B ma dtugos¢ 2a, skad
wynika, ze E =(—a,—2a). Wspotrzedne punktow G 1 H mozemy wyznaczy¢ wieloma
sposobami. Pokazemy doktadnie dwa z nich i zasygnalizujemy trzeci sposob, znacznie
bardziej pracochtonny.
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o Korzystamy z tego, ze jesli obrocimy wektor [x,y] o 90° zgodnie z ruchem
wskazdwek zegara, to otrzymamy wektor [ v, —x] . (Te wlasnos¢ mozna tatwo odczytaé
z rysunku.) W naszym zadaniu mamy CA= [—a, —h] , skad CH = [—h,a] . Stad
dostajemy H = C+CH = (O,h) +[—h,a] = (—h,a +h) .
W podobny sposob:

R’:[—a,h], Ez[h,a], G=(a+h,a).

e Niech K bedzie rzutem punktu G na o§ Ox 1 niech L bedzie rzutem punktu H na o$ Oy.

Woweczas trojkaty CLH 1 GKB s3 przystajace do trojkata AOC, skad
|CL|=|GK|=a, |HL|=|BK|=h.

To daje wspotrzedne punktow G =(a+b,a) i H =(-h,a+h).
e Wyznaczamy rownanie prostej AC: y = ﬁx+h oraz roOwnanie prostej prostopadtej do
a

niej, przechodzacej przez punkt C: y = —%x+ h . Nastepnie na tej prostej prostopadie;

znajdujemy oba punkty odlegte od punktu C o dtugo$¢ odcinka AC; jest to najbardziej
pracochtonna cze$¢ zadania. Wreszcie wybieramy ten z otrzymanych dwoch punktow,
ktéry ma ujemng wspdtrzedng x. W podobny sposdb mozemy wyznaczy¢ wspdirzedne
punktu G.

Nastepnie obliczamy pola trojkatow AHE 1 BEG. Mozemy skorzysta¢ ze wzoru znajdujacego
si¢ w zestawie Wybranych wzorow matematycznych. Jesli wierzchotki trojkata KLM maja
wspotrzedne

K:(xK’yK)’ L:(xL’yL)ﬂ MI(XM,yM),
to pole wyraza si¢ wzorem

Peru Z%"(XL _xK)(yM _yK)_(yL _yK)(xM _xK)"

W naszym przypadku mamy
E=(—a,—2a), A:(—a,O), H:(—h,a+h),
skad dostajemy
PAHE:%-‘(—a+a)(a+h+2a)—(0+2a)(—h+a)‘z‘—a(a—h)‘za(h—a).
Podobnie,
E=(—a,—2a), Bz(a,O), G:(a+h,a),
skad dostajemy

P :%-‘(a+a)(a+2a)—(0+2a)(a+h+a)‘=%‘6a2 —4a’ —2ah‘=a(h—a).

To konczy dowod.

Zauwazmy tez, ze pole trojkata AHE mozna obliczy¢ prosciej: podstawa AE ma dtugos¢ 2a,
wysokos¢ (niezaznaczona na rysunku) ma dtugos¢ h—a.
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Uwaga

Pola trojkatéw mozna tez obliczy¢ inaczej. Mozna np. wyznaczy¢ dhugos¢ jednego boku,
roOwnanie prostej zawierajacej ten bok oraz odleglos¢ trzeciego wierzchotka od tej prostej
(odpowiednie wzory takze znajduja si¢ w tablicach).

Schemat oceniania I1I sposobu rozwigzania

ISTOLNY POSLEP ceevrrivnriiinniisnnissnniessnnicsssnnesssnecssssessssnesssssessssesssssssssssssssssesssssessssssssssssssssssssnes 1 pkt

Umieszczenie trojkata ABC w ukladzie wspotrzednych 1 podanie wspotrzednych jego
wierzchotkow.

Pokonanie zasadnicZych trudnoSCi ....cceecevveeccivercnssnicsseicssnnicssnnsssssnesssncssssssssssssssasssssases 2 pkt

Obliczenie wspotrzednych punktow E, G i H.

ROZWIgZanie PeINe ........oiceiivieiinivniiniseiinieninsseicssnicssnicsssnsssssnssssssessssssssssssssssssssssssssasssssns 3 pkt

Obliczenie pol trojkatow AHE 1 BEG np. za pomocg wzordéw znajdujacych si¢ w tablicach
1 zauwazenie, ze te pola sg rowne.

Uwaga

Zdajacy rozwiazujacy zadanie tym sposobem mogg popehi¢ bardzo wiele roznych btedow:
na przyktad zle wyznaczy¢ wspotrzgdne punktow E, G i H lub zle obliczy¢ pola trojkatow.
Moga wreszcie wybra¢ takie metody obliczania pol, Zze nie bedzie oczywiste, czy otrzymane
wyniki sg réwne (moze to wymaga¢ odpowiednich przeksztatcen). Niezaleznie od charakteru
1 przyczyny bledu, schemat oceniania wyraznie wskazuje, jaka liczbe punktéw nalezy
przyzna¢ zdajacemu. Maksymalng liczbe punktéw zdajacy otrzymuje za bezbtednie
wykonane kroki. Moze si¢ jednak zdarzy¢, ze zdajacy popeini nieistotny btad rachunkowy
przy wyznaczaniu wspolrzednych ktorego$ punktu i w ten sposdb uzyska btedne wyniki
w ostatnim kroku. Jesli jednak metoda obliczania pol trojkatéw jest poprawna, zostaly
dokonane poprawne podstawienia do wzordéw, zgodne z otrzymanymi wynikami obliczen
oraz obliczenia w tym kroku zostaly wykonane poprawnie, to zdajacy otrzymuje 2 punkty
(jest to sytuacja, w ktorej zdajacy doprowadza rozwigzanie do konca, popetniajac nieistotny
btad rachunkowy podczas pokonywania zasadniczych trudnosci).
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Sposéb IV (bezposrednie obliczenie pol)

Prowadzimy w trojkacie ABC wysokos¢ CK. Nastepnie niech punkt L bedzie rzutem
prostokatnym punktu H na prosta KC i niech punkt P bedzie rzutem prostokatnym punktu G
na prosta 4B.

Su
=
~
T

Q

oy S Y
b - —————————————Sw----e

s
S
g

E D

Wowczas nietrudno zauwazyC€, ze trojkaty CLH 1 BPG sa przystajace do trojkatow AKC
1 BKC. Mianowicie |CH| :|AC :|BC| :|BG| . Jesli nastepnie

a =) BAC|=|1 ABC

9

to |[JACK|=90°-a, |[JHCL|=a oraz [JCHL|=90°~c. Podobnie, [JBCK|=a,
|D GBP| =90°~a oraz |[] BGP| =qa. Wspomniane przystawania trojkatow wynikaja teraz

z cechy przystawania kbk.

Przyjmijmy oznaczenia:

a=|AK|=|BK|, h=|CK]|.

Wowcezas |HL|=|BP|=h oraz |CL|=|GP|=a. Ponadto a<h. Niech nastepnie punkt M

bedzie rzutem prostokgtnym punktu 4 na prostg HL. Poniewaz a<h, wiec punkt M lezy
wewnatrz odcinka HL. Mozemy juz obliczy¢ pole trojkata EAH. Mianowicie

P :%-|AE|-|HM|:%-2a-(h—a)=a(h—a).
Nastepnie niech punkt O bedzie punktem przecigcia prostych EG 1 AP. Z podobienstwa
trojkatow £4O 1 GPO wynika, ze
40| _|AE| _2a _
|PO| PG| a
Zatem

|A0|=§-|AP|=%~(2a+h),
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skad wynika, ze
|BO|=|40|-|4B| :%-(2a+h)—2a :%-(h—a).
Wreszcie
1 1 12
Pesc = Peno + Pono = |BO||AE|+—-|BO|-|GP| = -3 (h=a)-(2a+a) =a(h~a).

To konczy dowod.

Schemat oceniania IV sposobu rozwiazania

ISTOtNY POSLEP cerecevnnrrerisrnnricsssnnricsssnsecsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnasss 1 pkt

Dorysowanie trojkatow CLH 1 GPB oraz zauwazenie, ze sg one przystajace do trojkata AKC
(lub BKC). Nie wymagamy w tym miejscu od zdajacego pelnego dowodu przystawania
— przyjmujemy, ze uzasadnienie przystawania jest oczywiste.

Pokonanie zasadnicZych trudnosSCi ....cooeececvececsseicsseicssnicsssnscssanssssssesssssessssssssssssssasssssanes 2 pkt

Obliczenie pola jednego z trojkatow AHE 1 BEG.
ROZWIQZanie PeINe .....cueiiiivvniiiniisnricissnnniccnssnnicssssnnnecssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssess 3 pkt

Obliczenie pdl obu trojkatow i1 stwierdzenie, ze sg one rowne.

Uwaga

W takim sposobie rozwigzania zadania jest mato prawdopodobne, by zdajacy popehit istotny
btad. Moga si¢ natomiast zdarzy¢ rozwigzania niedokonczone. Moga tez wystgpic¢ rozne inne
proby rozwigzania polegajace na dorysowywaniu do rysunku réznych odcinkow. Jesli nie jest
wyraznie widoczny cel takich poszukiwan i nie zostal on wyraznie wskazany w rozwigzaniu,
to zdajacy otrzymuje 0 punktow.
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Zadanie II (0-5)

Ile jest nieparzystych liczb naturalnych trzycyfrowych, w ktorych co najmniej jedna cyfra jest
dziewiatka?

Rozwiazanie

Omowimy 6 sposoboéw rozwigzania tego zadania.

Sposéb I (umieszczenie dziewiatki)

W tym sposobie rozwigzania pokazemy najpierw rozumowanie bledne polegajace na
policzeniu kilkakrotnym tych samych liczb. Wskazany btad jest niezwykle czgsto popetniany
przez zdajacych rozwigzujacych to zadanie; mozna go jednak do$¢ tatwo naprawic.
Wystarczy odja¢ liczbg tych liczb, ktére byty policzone dwukrotnie i odja¢ podwojong liczbe
tych liczb, ktore byly policzone trzykrotnie. Obliczenie, ile nalezy odjaé, jest dos¢ latwe.
Problem polega jednak na tym, Zze zdajacy popelniajacy ten blad nie zdaja sobie sprawy
z tego, na czym on polega — nie dostrzegaja, ze niektore liczby policzyli wielokrotnie.

A oto rozwigzanie. Wiemy, ze jedng z cyfr jest 9; mozemy j3a umiesci¢ na jednym z trzech
miejsc: pierwszym, drugim lub trzecim.

e Jesli umiescimy dziewiatke na pierwszym miejscu, to na drugim mozemy umiescié
dowolng z 10 cyfr, a na trzecim dowolng z pieciu cyfr nieparzystych. Lacznie daje to
w tym przypadku 50 liczb.

e Jesli umiescimy dziewiatke na drugim miejscu, to na pierwszym mozemy umiescié
dowolng z 9 cyfr, a na trzecim dowolng z pieciu cyfr nieparzystych. Lacznie daje to w tym
przypadku 45 liczb.

e Jesli umiescimy dziewigtke na trzecim miejscu, to na pierwszym mozemy umiescic
dowolng z 9 cyfr, a na drugim dowolng z 10 cyfr. Lacznie daje to w tym przypadku
90 liczb.

W sumie daje to 50+45+90=185 liczb.

Ktore liczby zostaly policzone wielokrotnie? Popatrzmy na przyktad. Przypusémy, ze
najpierw umiescilismy cyfre 9 na pierwszym miejscu, a na pozostatych miejscach
umiescilismy kolejno cyfry 5 1 9. Otrzymalismy liczbe 959. Przypusémy teraz, ze najpierw
umiesciliSmy cyfre 9 na trzecim miejscu, a nastgpnie umiesciliSmy na pierwszych dwoch
miejscach kolejno cyfry 9 i 5. Znoéw otrzymaliSmy liczbe 959. Ta liczba zostata wigc
W powyzszym sposobie zliczania policzona dwukrotnie. Zobaczmy teraz, w jaki sposob
mozna poprawic¢ to rozwigzanie bledne.

Dostalismy wynik 185. Zauwazmy jednak, ze liczby z dwiema dziewigtkami byly policzone
po dwa razy, a liczba 999 nawet trzy razy. Zliczamy teraz liczby z dwiema dziewigtkami.

e JeSli umiescimy dziewigtke na pierwszym i1 drugim miejscu, to na trzecim mozemy
umiesci¢ dowolng z 4 cyfr nieparzystych: 1, 3, 5 lub 7.

e Jesli umiescimy dziewigtke na drugim i trzecim miejscu, to na pierwszym mozemy
umiesci¢ dowolng z 8 cyfr (od 1 do 8).
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e Jesli umieScimy dziewigtke na pierwszym i trzecim miejscu, to na drugim mozemy
umiesci¢ dowolng z 9 cyfr (od 0 do 8).

W sumie okazuje si¢, ze mamy 21 liczb z dwiema dziewigtkami. Od otrzymanego wyniku
musimy zatem odja¢é 21. Nastgpnie mamy jedng liczb¢ (mianowicie 999) z trzema
dziewigtkami. PoliczyliSmy ja trzykrotnie, wigc od otrzymanego wyniku musimy jeszcze
odja¢ 2. Zatem liczb, ktore nas interesuja, jest 185-21-2=162.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Pokazane na poczatku rozwigzanie bledne zawiera istotne elementy rozumowania
prawidtowego, wigc powinno by¢ ocenione jako rozwigzanie czeSciowe. Uznajemy je za
,istotny postep”.

POStEP NIEWIEIKI .ouvvreriuniciieicisnicssnncssnicssnicssanisssnnssssssesssssssssssesssnsssssssssssssessssssssssssssssssssnns 1 pkt

Zdajacy obliczy, ze przy umieszczeniu dziewiatki na pierwszym miejscu otrzyma 50 liczb lub
obliczy, ze przy umieszczeniu dziewiatki na drugim miejscu otrzyma 45 liczb, lub obliczy, ze
przy umieszczeniu dziewigtki na trzecim miejscu otrzyma 90 liczb.

ISTOtNY POSLEP cereeecnnrrecrssnnricsssnnricsssnsssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasss 2 pkt

Zdajacy obliczy, ze przy umieszczeniu dziewiatki na pierwszym miejscu otrzyma 50 liczb,
przy umieszczeniu dziewigtki na drugim miejscu otrzyma 45 liczb i1 przy umieszczeniu
dziewiatki na trzecim miejscu otrzyma 90 liczb. Nie wymagamy, by w tej kategorii otrzymat
wynik taczny 185 liczb.

Pokonanie zasadnicZych trudnosSCi ....ccoeecccveicccreicssnicssnicsssnecssanssssanesssssssssssssssssssasssssanes 4 pkt

Zdajacy otrzyma wynik 185 liczb, nast¢pnie zauwazy, ze pewne liczby policzono
wielokrotnie oraz obliczy, ze 21 liczb policzono dwukrotnie. Za samo zauwazenie, ze pewne
liczby zostaty policzone wielokrotnie, bez podania prawidtowej ich liczby (na przyktad
w wyniku btednego obliczenia), zdajacy otrzymuje 3 punkty.

ROZWIgZanie PeINe ........ooceiivieiinivniiniserinsseiinseicnsnicssnissssnssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssas S pkt

Zdajacy pokona zasadnicze trudnos$ci zadania, zauwazy, ze liczba 999 byta policzona
trzykrotnie 1 obliczy poprawnie liczbe wszystkich rozwazanych liczb:

50+45+90-21-2=162.
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Sposob II (pierwsza dziewiatka)
Wszystkie interesujace nas liczby dzielimy na trzy grupy i policzymy liczby w kazdej grupie.
e Do pierwszej grupy zaliczamy liczby zaczynajace si¢ dziewiatka.

e Do drugiej grupy zaliczamy liczby, w ktorych pierwsza dziewiatka znajduje si¢ na drugim
miejscu.

e Do trzeciej grupy zaliczamy liczby, w ktorych pierwsza dziewiagtka znajduje si¢ na
trzecim miejscu.

Teraz zliczamy liczby znajdujace si¢ w tych grupach.

e W pierwszej grupie znajduje si¢ 50 liczb: na pierwszym miejscu jest dziewiatka, na
drugim dowolna z 10 cyfr i na trzecim dowolna z pigciu cyfr nieparzystych.

e W drugiej grupie znajduje si¢ 40 liczb: na pierwszym miejscu znajduje si¢ jedna z 8 cyfr
(nie moze by¢ 0 1 9), na drugim miejscu jest dziewigtka i na trzecim jedna z pigciu cyfr
nieparzystych.

e W trzeciej grupie znajduja si¢ 72 liczby: na pierwszym miejscu znajduje si¢ jedna z 8 cyfr
(jak wyzej), na drugim jedna z 9 cyfr (nie moze by¢ 9) i1 na trzecim miejscu znajduje si¢
dziewiatka.

Lacznie mamy zatem 162 liczby.

Komentarz

Zdajacy rozwigzujacy zadanie ta metoda zdaje sobie prawdopodobnie sprawe
z niebezpieczenstwa policzenia tych samych liczb wielokrotnie i prawdopodobnie nie popeini
wickszych bledow. Mozliwe sg natomiast drobne btedy rachunkowe.

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

POStEP NIEWICIKI ..coiieivnnriiiiisniiiniisnnnicnsssnniecsssnnicsssssnsesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssass 1 pkt
Zdajacy prawidtowo zdefiniuje trzy grupy liczb.

ISTOLNY POSLEP cevvreernriiinrininrissniessnnicsssenesssnessssnesssssessssnessssesssssssssssesssssesssssesssssssssasssssssssnas 2 pkt
Zdajacy obliczy, ile jest liczb w co najmniej jednej z tych trzech grup.

Pokonanie zasadniczych trudnoSCi .....eeoeeeneecieenseensenseenseensnnnsnensecsssecsesssacssseesssecsseses 4 pkt

Zdajacy prawidlowo obliczy, ile jest liczb w kazdej z tych trzech grup. Za prawidlowy wynik
w dwoch grupach zdajacy otrzymuje 3 punkty.

ROZWIgZanie PeINe ........ooeiiiiveiiiiviiiiisiinnnniinsnicnsnicssnicssssissssnisssssssssssssssssssssssssssssssssssssns S pkt

Zdajacy pokona zasadnicze trudno$ci zadania i1 obliczy poprawnie liczbe wszystkich
rozwazanych liczb:
50+40+72=162.
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Sposéb III (liczba dziewiatek)

Najpierw policzymy liczby, w ktorych jest tylko jedna cyfra 9. Tym razem zastosujemy
metod¢ znang z powyzszego blednego rozwigzania, jednak uzycie tej metody bedzie
poprawne, gdyz jest tylko jedna cyfra 9. Mozemy umiesci¢ ja na jednym z trzech miejsc.

Jesli umiescimy dziewiatk¢ na pierwszym miejscu, to na drugim mozemy umiesci¢
dowolng z 9 cyfr (od 0 do 8), a na trzecim dowolng z czterech cyfr nieparzystych:
1, 3,5, 7. Lacznie daje to w tym przypadku 36 liczb.

Jesli umiescimy dziewigtk¢ na drugim miejscu, to na pierwszym mozemy umiesci¢
dowolng z 8 cyfr (od 1 do 8), a na trzecim dowolng z czterech cyfr nieparzystych:
1, 3,5, 7. Lacznie daje to w tym przypadku 32 liczby.

Jesli umieScimy dziewiatke na trzecim miejscu, to na pierwszym mozemy umie$ci¢

dowolng z 8 cyfr (od 1 do 8), a na drugim dowolng z 9 cyfr (od 0 do 8). Lacznie daje to
w tym przypadku 72 liczby.

W sumie daje to 36+32+72 =140 liczb.

Teraz policzymy liczby, w ktorych sg dwie cyfry 9.

Jesli umiescimy dziewiatke na pierwszym i drugim miejscu, to na trzecim mozemy
umiesci¢ dowolng z 4 cyfr nieparzystych.

Jesli umieScimy dziewiatke na drugim i trzecim miejscu, to na pierwszym mozemy
umiesci¢ dowolng z 8 cyfr.

Jesli umiescimy dziewigtke na pierwszym 1 trzecim miejscu, to na drugim mozemy
umiesci¢ dowolng z 9 cyfr.

W sumie daje to 4+8+9 =21 liczb.

Wreszcie mamy jedng liczbe z trzema dziewigtkami: 999.

Mamy wiec 140+21+1=162 liczby.

Schemat oceniania I1I sposobu rozwigzania

ISTOLNY POSLEP cevvrrcrvnriirsnrissrrrissnnncssnnicssssecssssssssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssnss 2 pkt

Obliczenie, ze istnieje 140 liczb z jedna dziewiatka lub obliczenie, Ze istnieje 21 liczb
z dwiema dziewigtkami. Kazde z tych obliczen wymaga rozpatrzenia trzech przypadkow
w zaleznosci od potozenia dziewiatek. Zdajacy otrzymuje 1 punkt, jesli prawidtowo
rozpatrzy dwa z tych trzech przypadkéw i na tym poprzestanie lub popeini btad w trzecim
obliczeniu lub w obliczeniu sumy.

Pokonanie zasadnicZych trudnosSCi ....cooeececveeccnseicssnicssnicsssncsssanssssssessssssssssssssssssasssssanes 4 pkt

Obliczenie, ze istnieje 140 liczb z jedng dziewiatka 1 istnieje 21 liczb z dwiema dziewigtkami.
Jesli zdajacy poprawnie wykona jedno z tych obliczen, a w drugim popetni btad taki jak
opisany w poprzedniej kategorii, to otrzymuje 3 punkty.
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ROZWIgzZanie Pelne ........oiiieiiiiiiiiiiiiniiiinniinnniinsnnicssnnicssseissssnessssnessssncssssscsssssessssscnns 5 pkt

Podanie pelnej odpowiedzi. Jesli zdajacy poprawnie obliczy, Ze istnieje 140 liczb z jedna
dziewiatka lub 21 liczb z dwiema dziewigtkami, drugie z tych obliczen doprowadzi do konca
z bledem w jednym z trzech przypadkow, nastepnie zauwazy, ze istnieje doktadnie jedna
liczba z trzema dziewigtkami i poprawnie doda otrzymane liczby — uzyskujac w efekcie
wynik bledny — otrzymuje 4 punkty.

Sposob IV (uzupeinianie)

Najpierw policzymy wszystkie liczby trzycyfrowe nieparzyste. Wszystkich liczb
trzycyfrowych jest 900; co druga jest nieparzysta. Istnieje zatem 450 liczb trzycyfrowych
nieparzystych. Mozemy rowniez rozumowaé nastepujaco: na pierwszym miejscu mozna
umiesci¢ jedng z dziewigciu cyfr, na drugim jedng z dziesigciu cyfr, a na trzecim jedna
z pieciu cyfr nieparzystych: 1, 3, 5, 7, 9. Lacznie mamy zatem 9-10-5=450 liczb. Teraz
policzymy wszystkie liczby nieparzyste, w ktorych nie wystepuje cyfra 9. Tym razem na
pierwszym miejscu mozemy umies$ci¢ jedng z o$miu cyfr (od 1 do 8), na drugim jedna
z dziewieciu cyfr (od 0 do 8), a na trzecim jedng z czterech cyfr nieparzystych: 1, 3, 5, 7;
tacznie mamy zatem 8-9-4=288 liczb. Liczby, o ktore chodzi w zadaniu, to oczywiscie
liczby nalezace do pierwszej grupy (wszystkie liczby nieparzyste) 1 nienalezgce do drugiej
grupy (w ktorej sa liczby nieparzyste bez dziewiatki). Stad wynika, ze liczb, o ktore chodzi
w zadaniu, jest 450—-288=162.

Schemat oceniania IV sposobu rozwigzania

POStEP NIEWICLKI ..uuerervuniiiiniiisnicninicisnncssnicsssncssnnnsssssesssssisssssessssssssssssssssesssssssssssssssssssnss 1 pkt

Obliczenie liczby liczb trzycyfrowych: 900.

ISTOtNY POSLEP cereervnnrrecrssnnricsssnnricsssnsnessssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasss 2 pkt

Obliczenie liczby nieparzystych liczb trzycyfrowych: 450. Je$li zdajacy oblicza te liczbe
metoda rozmieszczania cyfr i popelni blad rachunkowy, to otrzymuje 1 punkt. Jesli zdajacy
stwierdzi, ze istnieje 899 liczb trzycyfrowych 1 jako liczbe nieparzystych liczb trzycyfrowych
poda liczbe 449 lub 450, to otrzymuje 1 punkt.

Pokonanie zasadnicZych trudnosSCi ....coeececveeccivercninicssnicssnnncsssnsssssnesssncssssssssssssssssssssanes 4 pkt

Obliczenie liczby nieparzystych liczb trzycyfrowych niezawierajacych cyfry 9: jest 288 liczb.
Jezeli zdajacy obliczy poprawnie liczbg nieparzystych liczb trzycyfrowych niezawierajacych
cyfry 9, ale popetni btad opisany w kategorii ,,istotny postep', to otrzymuje 3 punkty.

ROZWIQZanie PeINe .....ueiiiivvniiiiiisnricnisnnnicssssnnicssssnsiecssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssess 5 pkt

Zdajacy otrzyma prawidtlowy wynik (162 liczby), nie popeiniajac przy tym biedu
(np. opisanego w kategorii ,,istotny postep”). W przypadku gdy popeni taki blad, otrzymuje
4 punkty.
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Sposob V (zasada wlaczen 1 wytaczen)

Niektorzy zdajacy moga zastosowaé w rozwigzaniu zasad¢ wlaczen i wylaczen, cho¢ nie ma
jej w podstawie programowej — mogli ja na przyktad odkry¢ samodzielnie jako regute niemal
oczywistg intuicyjnie.

Niech 4 bedzie zbiorem liczb nieparzystych z dziewiatkg na pierwszym miejscu, B zbiorem
liczb nieparzystych z dziewiatkag na drugim miejscu i wreszcie C zbiorem nieparzystych
z dziewiatka na trzecim miejscu. Zbiorem liczb, ktore nas interesujg, jest oczywiscie zbior
AU BUC . Nietrudno teraz zauwazy¢, ze:

|4|=50, |B|=45,|C|=90
|[4nB|=5,]4nC|=10, [BNC|=9
|[AnBNC|=1

Z zasady wilaczen i wylaczen dostajemy
|4nBNC|=|4|+|B|+|C|-|4NB|-|ANC|-|BNC|+|4nBNC|=
=50+45+90-5-10-9+1=162.
Schemat oceniania V sposobu rozwigzania

POStEP NIEWICLKI .euuerieueiiiinniiinniininniciinnniisnnicssnnicssnnncsssnscsssnesssssecssssesssssesssssessssssssssassssasssnss 1 pkt

Zdajacy zdefiniuje zbiory 4, B i C i zauwazy, ze ma obliczy¢ |[A U BUC|.

POSEEP WICKSZY .ccouveierrunicnrunicssnnicssnnicsssnisssanisssasssssasesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssnss 2 pkt
Zdajacy obliczy |A , B| 1 |C|

ISTOLNY POSLEP cevvrrcrnriirsnrensrnrissnnncssnnicssssncssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssnss 3 pkt
Zdajacy obliczy [AN B, [BNC|, |[AnC|i|AnBn(]|.

Pokonanie zasadnicZych trudnosSCi ....ccceecccveecccseicsseicssnicsssnscssanssssssssssesssssssssssssssasssssanes 4 pkt

Zdajacy poprawnie zapisze wzor wiaczen 1 wytaczen i1 podstawi do niego prawidtowe dane.
Jesli zdajacy zdefiniuje zbiory 4, B i C, poprawnie zapisze wzOr wlaczen i1 wylaczen
1 poprawnie obliczy co najmniej |A B| i |C| oraz popei btedy w pozostatych obliczeniach,

b

to otrzymuje 3 punkty.

ROZWIQZanie PeINe .....ueiicvvvniiiiiisniicnisnnniccnssnnicssssnsiessssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssess 5 pkt

Uwaga

Jesli zdajacy tylko zdefiniuje zbiory 4, B 1 C oraz poprawnie zapisze wzOr wilaczen
1 wylaczen, to otrzymuje 2 punkty.
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Sposob VI (wypisywanie liczb w kolejnosci rosnacej)

Ten sposéb rozwigzania, z pozoru nierozsadny, moze jednak naprowadzi¢ zdajacego na
stosunkowo proste rozwigzanie. OczywisScie wypisywanie wszystkich liczb spetiajacych
warunki zadania nie moze by¢ dokonywane bez zastanowienia. Nie chodzi zatem o wypisanie
w kolejnosci rosngcej wszystkich liczb trzycyfrowych (jest ich 900), wykreslenie liczb
parzystych oraz liczb, w ktorych nie wystepuje dziewiatka i zliczeniu liczb niewykreslonych.
Jesli zdajacy nie popetni btedu, powinien otrzymac¢ 162 liczby. Oczywiscie takie rozwigzanie,
wykonane bezblednie, powinno by¢ ocenione na 5 punktow.

Zdajacy moze roéwniez wypisywa¢ w kolejnosci rosnacej tylko wilasciwe liczby. Oto
poprawny wynik:

109 119 129 139 149 159 169 179 189
191 193 195 197 199
209 219 229 139 249 259 269 279 289
291 293 295 297 299
309 319 329 339 349 359 369 379 389
391 393 395 397 399
409 419 429 439 449 459 469 479 489
491 493 495 497 499
509 519 529 539 549 559 569 579 589
591 593 595 597 599
609 619 629 639 649 659 669 679 689
691 693 695 697 699
709 719 729 739 749 759 769 779 789
791 793 795 797 799
809 819 829 839 849 859 869 879 889
891 893 895 897 899
901 903 905 907 909
911 913 915 917 919
921 923 925 927 929
931 933 935 937 939
941 943 945 947 949
951 953 955 957 959
961 963 965 967 969
971 973 975 977 979
981 983 985 987 989
991 993 995 997 999

W pierwszych 16 wierszach mamy o$miokrotnie wiersz z 9 liczbami i wiersz z 5 liczbami.
W nastepnych 10 wierszach mamy po 5 liczb. Lacznie zatem wypisano

8-(9+5)+10-5=162
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liczby.

W trakcie wypisywania mozemy zauwazy¢ regule 1 ja opisaé: najpierw wystepuja liczby
zaczynajace si¢ od cyfry roznej od 9 (mamy tu 8 mozliwosci). Dla kazdej takiej pierwszej
cyfry ¢ mamy 9 liczb postaci

c09, ¢19, 29, 39, 49, 59, 69, 79, 89,
po ktorych przychodzi 5 liczb postaci
c91, 93, 95, 97, ¢99.

Dla kazdej cyfry ¢=1,2,3,4,5,6,7,8 wypiszemy w ten sposob 14 liczb. To lacznie daje
8:14=112 liczb. Nastepnie wypisujemy liczby zaczynajace sie¢ od dziewigtki. Warunek
moéwiacy, ze w zapisie liczby wystepuje dziewiatka, jest teraz spetniony; na drugim miejscu
moze zatem wystapi¢ dowolna z 10 cyfr, a na trzecim dowolna z pigciu cyfr nieparzystych:
1,2,5,7,9. To daje tacznie 50 liczb, a wigc ostatecznie dostajemy 162 liczby.

Komentarz

Zdajacy moga probowaé¢ wypisywac liczby w réznej kolejnosci, stosujac rozne strategie.
W przypadku gdy zdajacy wylacznie wypisuje liczby i1 podaje ostateczna odpowiedz,
uznajemy tylko rozwigzania catkowicie bezbledne: odpowiedz 162 poparta poprawng lista
liczb. Za takie rozwigzanie zdajacy powinien otrzyma¢ 5 punktéw. Za rozwigzania
polegajace na wypisywaniu liczb, niezawierajace wyjasnien i prowadzace do blednej
odpowiedzi zdajacy powinien otrzymac¢ 0 punktow. Jesli zdajacy poda odpowiedZ poprawna
(162 liczby) bez jakiegokolwiek uzasadnienia, to za takie rozwigzanie mozna otrzymacé co
najwyzej 1 punkt. Jesli natomiast poprawna odpowiedz jest poparta nieprawidtowa lista
liczb, to zdajacy otrzymuje 0 punktéw.

Metoda polegajaca na wypisywaniu liczb moze — jak widzieliSmy wyzej — prowadzi¢ do
trafnych uogolnien. Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania polega na dokonaniu dwoch
obserwacji: dla kazdej cyfry réznej od 0 1 9 mamy 14 interesujacych nas liczb zaczynajacych
si¢ ta cyfra oraz dla cyfry 9 mamy 50 liczb zaczynajacych si¢ ta cyfra.

Schemat oceniania VI sposobu rozwiazania

Jesli zdajacy opisze regule prowadzaca do wypisania poprawnej listy, to przyznajemy punkty
wedtug nastepujacego schematu:

ISTOLNY POSLEP cevvrrivnriiinriisirissnnnesssnicsssnnesssnscssssesssnessssnessssssssssasssssssssssssssssessssssssssasssssnsssnes 2 pkt
e Zdajacy zauwazy, ze jesli pierwsza cyfra jest r6zna od 9, to mamy 14 liczb

lub

e zdajacy zauwazy, ze jesli pierwsza cyfra jest dziewiatka, to mamy 50 liczb.

Uznajemy w tej kategorii rozwigzania, w ktoérych zdajacy wypisze w wyraznie wyodrgbnionej
grupie 14 liczb zaczynajacych si¢ np. od jedynki i wskaze (np. za pomocg trzech kropek), ze
ta sama reguta obowigzuje dla pozostatych pierwszych cyfr roznych od dziewiatki. Uznajemy
takze rozwigzania, w ktorych zdajacy wylacznie obliczy, ze jest 50 liczb nieparzystych
zaczynajacych si¢ od dziewiatki.
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Pokonanie zasadniczych trudnoSCi ......coeieveicveiiseinsninsinnseinsinnsnncsensssissssessssesssessssesssens 4 pkt

Zdajacy zauwazy obie reguly opisane w poprzedniej kategorii.

Rozwigzanie pelne ..........iievverinvnrincnicnseicssnicssnnncssnnessnnenes ... S pkt

Zdajacy pokona zasadnicze trudno$ci zadania i ponadto poprawnie obliczy liczb¢ wszystkich
rozwazanych liczb: 8-14+50=162.

Uwaga
W tej metodzie rozwigzania zdajacy moze popetni¢ wiele bledow. Na przykiad moze,
wypisujac liczby zaczynajace si¢ cyfra 1, nie zauwazy¢, ze liczba 199 pojawia si¢ dwukrotnie:
raz w ciggu 10 liczb

109, 119, 129, 139, 149, 159, 169, 179, 189, 199
i drugi raz w ciagu liczb

191, 193, 195, 197, 199.

Jesli zdajacy wylacznie zauwazy, ze istnieje 15 liczb zaczynajacych si¢ od cyfry réznej od 9,
powinien otrzyma¢ 1 punkt. Inny btad moze polega¢ na ztym obliczeniu, ile jest liczb
zaczynajacych sie¢ od dziewiatki. Zdajacy moze na przyktad zapomnie¢, ze rozwazamy
wylacznie liczby nieparzyste i przyjmie, ze istnieje 100 takich liczb. Za taka obserwacje tez

powinien otrzymaé¢ 1 punkt. Te biedy moga prowadzi¢ do nastepujacych blednych
odpowiedzi:

8-15+50=170
oraz

8-14+100=192.

Za doprowadzenie rozwigzania do konca z jednym z tych dwoéch btedow zdajacy powinien
otrzymac 4 punkty. Oba opisane biedy prowadzg do odpowiedzi

8-15+100=220,

za ktorg zdajacy powinien otrzymac 3 punkty.
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Zadanie III (0-3)

Wykaz, ze jezeli x>0, to x° +£2 12.
X

Rozwiazanie

Omoéwimy 4 sposoby rozwigzania tego zadania.

Sposob I (pierwsza pochodna)

Definiujemy funkcje f okreslong wzorem f(x) = x’ +E dla x € (0,+0).
X

Funkcja f jest r6zniczkowalna, obliczamy pochodng funkcji:

16 2x' 16 2(x—2)(x2 +2x+4)

2 2 2 .
X X X

f1(x)=2x-
Poniewaz x? +2x+4 >0 dla kazdej liczby rzeczywistej x, to
f'(x) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy x=2,
£'(x) <0 wtedy i tylko wtedy, gdy x (0,2),

f'(x)> 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x €(2,+).

33

Wynika stad, ze funkcja f jest malejaca w przedziale (0,2> 1 jest rosngca w przedziale

<2,+oo) , czyli dla x =2 przyjmuje warto$¢ najmniejsza.

Obliczamy f(2) =4+ % =12, stad wynika, ze f(x)>12 co nalezato udowodni¢.

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEEP ....cccveererercssnrsssanisssnnessnrcsssssesssssssssssssossessnnns

Okreslenie funkcji f(x) = x° +10 la xe (0,+) i obliczenie jej pochodnej
x

16 2x' 16 2(x—2)(x2 +2x+4)

2T 2 2
X X X

f'(x)=2x—




34 Informator o egzaminie maturalnym z matematyki od roku szkolnego 2014/2015

Pokonanie zasadniczych trudnoSCi ......coeieveicveiiseinsninsinnseinsinnsnncsensssissssessssesssessssesssens 2 pkt

Obliczenie miejsca zerowego pochodnej 1 wyznaczenie przedziatldw, w ktorych pochodna ma
,,staly znak™:

f'(x) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy x=2,
£'(x) <0 wtedy i tylko wtedy, gdy x (0,2),

f'(x)> 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x €(2,+).

Rozwigzanie pelne .........coiivvveiivveiiniercssercssnicssnnssssnnssssnssnns

Stwierdzenie, ze funkcja f jest malejagca w przedziale (0,2> 1 jest rosngca w przedziale
<2,+oo) , czyli dla x =2 przyjmuje warto$¢ najmniejsza.

Obliczenie f(2)=12 i zapisanie wniosku: f(x)>12, co nalezato udowodnic.

Uwagi
1. Zdajacy po obliczeniu, ze f'(x)=0 tylko dla x=2, moze uzasadni¢ tez¢ korzystajac
z drugiej pochodnej funkcji f .

2. Jezeli zdajacy obliczy, ze f'(x)=0 tylko dla x=2 i stad juz wywnioskuje fakt:
f(x)> f(2)=12, to za rozwigzanie przyznajemy 2 punkty.

Komentarz

Jezeli w obliczaniu pochodnej zdajacy popelni btad, ktéry nie zmieni miejsc zerowych
pochodnej i dalej doprowadzi rozwigzanie do konca, to moze otrzymaé za cale zadanie
maksymalnie 2 punkty.

Przyktady tego typu btedow:

f'(x) _ 2x3x—16 ’
f'(x) _ 2(x—2)(x)22 +x+4) ’
f,(x)zz(x—z)(;i+2x+2)

Jezeli w obliczaniu pochodnej zdajacy popelni blad, ktory zmienia miejsca zerowe pochodnej,
to otrzymuje za zadanie 0 punktow.



Podstawowe zasady oceniania rozwiqzan zadan otwartych 35

Sposéb II (przeksztalcenia rownowazne)

. ., . 16 . L, ..
Zapisujemy nierdwno$é x> + — >12 i przeksztalcamy ja rownowaznie:
X

x2—4x+4+E+4x—1620,
X

x2—4x+4+i(x2—4x+4)20,
X

(x—2) + -2 20,
X

4

(x—2)2(1+—j20.

X

Jezeli x>0, to lewa strona nierownosci jest nieujemna, jako iloczyn czynnikéw nieujemnego
i dodatniego, co nalezato udowodnic.

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny POStEP .....ccccceeevercrsnercssnrecsnressssnenes 1 pkt

D, . . 16
Zapisanie nierOwnosci w postaci x*—4x+4+—+4x-1620.

Pokonanie zasadnicZych trudnosSCi ....ccoeecccveicccreicssnicssnicsssnecssanssssanesssssssssssssssssssasssssanes 2 pkt

C L . 2 4 2
Zapisanie nierdwnosci w postaci (x—2)" +—(x-2)" 20
X

ROZWIgzZanie Pelne ........oiiieiiiiiiiiiiiiniiiinitiinnniensnnicsssiicsssnissssnessssncssssncsssssessssssssssscsns 4 pkt

e Zapisanie nierOwnosci w postaci (x—2)2 (1+—j2 0 i stwierdzenie, ze jezeli x>0, to
X

lewa strona nieréwno$ci jest nieujemna, bo iloczyn czynnikoéw nieujemnego
i dodatniego jest nieujemny, co konczy dowod

albo

D, L. . 2 4 2 . . S
e zapisanie nierownoSci w postaci (x—2)" +—(x—2)" >0 i stwierdzenie, ze jezeli x>0,
x

to lewa strona nierdwnos$ci jest nieujemna, bo suma dwoch liczb nieujemnych jest
nieujemna, co konczy dowod.
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Sposob III (funkcja wymierna)

- o 16 . . X —12x+16
Zapisujemy nierOwnos$¢ x“ +—>12 w postaci rOwnowazne] ——— =
X X

0.

Przy zalozeniu x >0, nierd6wno$¢ ta jest rOwnowazna nierdwnosci X —12x+16>0 dla
x>0

Okre$lamy wielomian W (x) = X —12x+16.

Stwierdzamy, ze jednym z miejsc zerowych wielomianu W jest liczba 2. Po podzieleniu
wielomianu W przez dwumian x—2 otrzymujemy iloraz x*+2x-8, ktory zapisujemy

w postaci iloczynowej x> +2x—8= (x—Z)(x+4) :
Stad I (x) = x* =122 +16 = (x—2)(x +2x-8) = (x—2)" (x+4).

Stwierdzamy, ze jezeli x>0, to W (x)>0 jako iloczyn czynnikéw nieujemnych, co konczy
dowdd.

Schemat oceniania I1I sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny POStEP .....ccccceeevercrsnrrcssnrecssressnnnenes 1 pkt

Stwierdzenie, ze przy zatozeniu x>0, nierdwno$¢ jest roéwnowazna nierOwnosci
X —12x+16>0 dla x>0,

Pokonanie zasadnicZych trudnosSCi ....ccoeecccveicccreicssnicssnicsssnecssanssssanesssssssssssssssssssasssssanes 2 pkt

Zapisanie wielomianu W w postaci iloczynowej

W(x)=x>—12x+16 = (x=2)* (x +4).

ROZWIgZanie PeINe ........ooceiivieiiiiveiinisiiniseicnseicssnicssnicssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssasssssns 3 pkt

Uzasadnienie, ze jezeli x>0, to W (x) >0, co konczy dowdd.
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Sposéb IV (zastosowanie nierownos$ci dla $redniej arytmetycznej i geometrycznej)

Niektorzy zdajacy moga odwola¢ si¢ do tej nierdwnos$ci, cho¢ nie ma jej w podstawie
programowej i, jak widzieliSmy, rozwigzanie zadania nie wymaga jej znajomosci.
Rozumowanie przebiega tak.

Lewa strong nierdwnosci zapisujemy w postaci x> +—+—.
X Xx

Przy zalozeniu x>0, korzystamy z nierownosci dla $redniej arytmetycznej i Sredniej
geometryczne;j:

jezeli a>0, b>0, c>0,to %mZ}abc,czyli a+b+c>3-3abc.

Podstawiajac

otrzymujemy

285302 88 3 yea-1n.
X X X X

Stad wynika, ze x> + 16 >12, co konczy dowad.
X

Schemat oceniania IV sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
pelnego rozwiazania Zadania .........ceeeevceicnneicnsnicnsnicsssnissssnessssnessssnsssssssssssssssssssssssssnns 1 pkt

. . . L ., 8 8
Zapisanie lewej strony nierdwnosci w postacix” +—+—.

Pokonanie zasadnicZych trudnosSCi ....cooeececveicnisencssnicssnicsssnesssanssssanesssssessssssssssssssasssssanes 2 pkt

Zastosowanie nierownosci dla Sredniej arytmetycznej i1 Sredniej geometryczne;:

. . b
jezelia>0, b>0, c>0,to %Z%}abc,dla a=x°, b=§, c:§.

ROZWIQZANIE PEINE .coneeenrrnniniientiniientenninnteniieneensennnesssessnesssesssnssssesssssssssssssssssessssses 3 pkt

Zapisanie, ze dla x>0, po zastosowaniu nierownosci dla $redniej arytmetycznej i $redniej

. . 8 8 / 8 8
geometrycznej otrzymujemy x° +—+—>3-3[x>-=-Z =12, co koficzy dowdd.
X X X X
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Zadanie IV (0-7)

Dany jest prostokatny arkusz kartonu o dlugosci 80 cm i szerokosci 50 cm. W czterech rogach
tego arkusza wycigto kwadratowe naroza (zobacz rysunek). Nastepnie zagigto karton wzdhuz
linii przerywanych, tworzac w ten sposob prostopadto$cienne pudetko (bez przykrywki).
Oblicz dlugos¢ boku wycigtych kwadratowych narozy, dla ktorej objeto$¢ otrzymanego
pudetka jest najwigksza. Oblicz t¢ objetos¢.

Rozwigzanie
Oznaczmy literg x dlugo$¢ boku kwadratowych narozy. Podstawa pudetka ma wymiary
(80-2x)%x(50-2x).
Wysokos$¢ pudetka jest rowna x. Zatem objeto$¢ wyraza si¢ wzorem
V=(80-2x)-(50-2x)-x,
czyli

V =(4000—160x —100x +4x7) - x = 4x° —260x> +4000x = 4(x3 —65x" + 1000x)

dla 0<x<25.
Rozwazmy funkcje f'(x)=x’ —65x +1000x okreslong dla kazdej liczby rzeczywistej x.

Obliczamy pochodna tej funkcji: f '(x) =3x” —130x+1000.

Nastepnie znajdujemy miejsca zerowe tej pochodne;j:
A =130>-12-1000 =16900-12000 = 4900,
130-70 130470 .1

X, =10, x, 33—-.
6 6 3

Ponadto:

100
f'(x)>0 w kazdym z przedzialéw (—o0,10) oraz (—3 ,+ooJ,
100
f'(x) <0 w przedziale (IO,TJ.
o : . 100 _ ‘
Zatem funkcja 1 jest rosngca w kazdym z przedziatow (—00,10> oraz T,OO 1 malejaca

100
w przedziale <10,T> .
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Poniewaz V(x)=4f(x) dla xe(O,ZS), wigc w przedziale (0,25) funkcja V(x) ma
ekstremum w tym samym punkcie, w ktorym funkcja f(x). Stad wynika, ze w punkcie

x=10 funkcja V przyjmuje wartos¢ najwicksza. Szukana objg¢to$¢ jest zatem rowna
V =(80—20)-(50—20)-10 = 18000 cm”.

Schemat oceniania
Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.
a) Pierwszy etap (3 pkt) sklada si¢ z trzech czgsci:

e wybor zmiennej 1 wyrazenie za pomocg tej zmiennej wielkosci, ktore beda
potrzebne do zdefiniowania funkcji. Oznaczenie litera x dlugosci boku
kwadratowych narozy, zapisanie wymiarow podstawy pudetka
(80-2x)x(50-2x),

e zdefiniowanie funkcji jednej zmiennej, zapisanie objetosci jako funkcji zmiennej
wysokosci pudetka x: 7 = (80—2x)-(50-2x)-x,
e okreslenie dziedziny funkcji V: 0<x<25.

Zdajacy otrzymuje 2 punkty za poprawne zdefiniowanie funkcji zmiennej x opisujacej
objetos¢ prostopadioscianu. Ponadto zdajacy otrzymuje 1 punkt za poprawne okreslenie
dziedziny wynikajacej z tresci zadania, a nie z wyznaczonego wzoru funkcji.

b) Drugi etap (3 pkt) sktada si¢ z trzech czg¢$ci:
e wyznaczenie pochodnej funkeji /i f”(x)=3x" —130x+1000,

e obliczenie miejsc zerowych pochodnej: x, =10, x, = 33%,

e uzasadnienie (np. przez badanie monotoniczno$ci funkcji), ze funkcja posiada
warto$¢ najwigksza w punkcie x=10.

Za poprawne rozwigzanie kazdej z czeséci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile
poprzednia cze$¢ etapu zostata zrealizowana bezblednie.

c) Trzeci etap (1 pkt).
Obliczenie najwickszej objetosci: 7 = (80 —20)- (50 —20)-10 = 18 000 cm’.

Komentarz

Zdajacy rozwiazujac zadanie moze nie doprowadzi¢ rozumowania do konca lub popetnié
r6znego rodzaju bledy np.:

1. Btedne okreslenie dziedziny funkcji ¥ np. zapisanie x>0 lub x <50. Jezeli zdajacy nie
poda dziedziny funkcji lub poda ja biednie, to za cale rozwigzanie moze otrzymac
maksymalnie 6 punktow.

2. Biledne zapisanie wzoru na objeto$¢ pudetka (np. niewlasciwe okreSlenie wymiarow
pudetka lub wzoru na objetos$¢ prostopadtoscianu).

3. Niewlasciwe wyznaczenie pochodnej rozwazanej funkcji.

4. Nieprawidtowo obliczone miejsca zerowe pochodne;.
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5. Biedne okres$lenie monotonicznosci funkcji oraz jej ekstremow.

6. Brak uzasadnienia, btedne lub niepetne uzasadnienie, ze funkcja V' w punkcie x =10
przyjmuje maksimum lokalne.

7. Nieobliczenie lub btgdne obliczenie najwigkszej objetosci pudetka.

Schemat oceniania pokazuje jak w poszczegolnych sytuacjach oceni¢ rozwigzanie zadania.
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4_ Przyktadowe zadania z matematyki na poziomie podstawowym wraz z rozwigzaniami

Zadanie 1. (0-1)

8
Liczba 33~%/972 jest rowna
A 3 B. 39 c. 3¢ D. 3
Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegolowe

1.4 Zdajgcy oblicza potegi o wyktadnikach wymiernych i stosuje prawa dziatan na potegach
o wyktadnikach wymiernych.

Rozwiazanie C

Zadanie 2. (0-1)
Liczba log 24 jest rowna

A. 2log2+1log20 B. log6+2log?2 C. 2log6-1logl2 D. log30-1log6

Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegélowe

1.6. Zdajgcy wykorzystuje definicje logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory na logarytm
iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi o wyktadniku naturalnym.

Rozwigzanie B

Zadanie 3. (0-1)

x—3
2—x

1
Rozwigzaniem rownania =3 jest liczba

L L3 o 3 o 8
- -3 3 2
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Wymagania ogolne
11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegolowe

3.1. Zdajgcy sprawdza, czy dana liczba rzeczywista jest rozwigzaniem rownania lub
nierownosci.

Rozwigzanie D
Zadanie 4. (0-1)

Mniejsza z dwoch liczb spetniajacych rownanie X2 +5x+6=0 jest

A. -6 B. 3 C. 2 D. -1

Wymagania ogolne
11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegolowe

3.4. Zdajgcy rozwiqzuje rownania kwadratowe z jedng niewiadomaq.

Rozwigzanie B

Zadanie 5. (0-1)
Zbiorem rozwiazan nieréwnosci x> > 5 jest

A. (—oo,—\/g)u(«/g,+00) B. (—oo,—\/g>u<\/§,+oo) C. <\/§,+oo) D,<5,+oo)

Wymagania ogolne
11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegolowe

3.5. Zdajgcy rozwiqzuje nierownosci kwadratowe z jedng niewiadomq.
Rozwiazanie B
Zadanie 6. (0-1)

Liczba 1 jest miejscem zerowym funkcji liniowej f (x) = (2 - m)x +1. Wynika stad, ze

A. m=0 B. m=1 C. m=2 D. m=3
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Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegolowe

4.7. Zdajgcy interpretuje wspotczynniki wystepujgce we wzorze funkcji liniowej.

Rozwiazanie D

Zadanie 7. (0—1)

yl\

o

Rysunek powyzej przedstawia wykres funkcjiy = f° (x)

Wskaz rysunek, na ktorym jest przedstawiony wykres funkcji y = f (x + 1).
A. B.
Ve VA
t 1
o 1 x of 1 x
C D.
VA VA
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Wymagania ogolne
11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegolowe

4.4. Zdajgcy na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicuje wykresy funkcji y = f(x + a),
y=fx) tay=-fx),y =)

Rozwigzanie D

Zadanie 8. (0-1)

Wskaz rownanie osi symetrii paraboli okreslonej rOwnaniem y =-—x"+4x—11,

A x=—4 B. x=-2 C. x=2 D. x=4

Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.

Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegolowe

4.10. Zdajgcy interpretuje wspotczynniki wystepujgce we wzorze funkcji kwadratowej

w postaci kanonicznej, w postaci ogdlnej i w postaci iloczynowej (o ile istnieje).

Rozwigzanie C

Zadanie 9. (0-1)

Prosta o réwnaniu y=a ma dokladnie jeden punkt wspdlny z wykresem funkcji
kwadratowej f(x)= —x? +6x—10. Wynika stad, ze
A, a=3 B. a=0 C. a=-1 D. a=-3

Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegolowe

4.10. Zdajgcy interpretuje wspotczynniki wystepujgce we wzorze funkcji kwadratowej
w postaci kanonicznej, w postaci ogolnej i w postaci iloczynowej (o ile istnieje).

Rozwigzanie C
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Zadanie 10. (0-1)

Jaka jest najmniejsza warto$¢ funkcji kwadratowej f(x)= x> +4x-3 w przedziale <0,3> ?
A 7 B. 4 C. 3 D. =2

Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegolowe

4.11. Zdajgcy wyznacza wartos¢ najmniejszq iwartos¢ najwigkszq funkcji kwadratowej
w przedziale domknietym.

Rozwigzanie C

Zadanie 11. (0-1)
Ktore z rownan opisuje prostg prostopadta do prostej o rownaniu y =4x+5?

A y=—4x+3 B. y:—%x+3 C. y=%x+3 D. y=4x+3

Wymagania ogolne
11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegélowe

8.2. Zdajgcy bada rownoleglosc i prostopadtosc prostych na podstawie ich rownan kierunkowych.

Rozwigzanie B

Zadanie 12. (0-1)

Punkty A= (— 1,3) 1 C= (7,9) sa przeciwleglymi wierzchotkami prostokata 4BCD. Promien
okregu opisanego na tym prostokacie jest réwny

A. 10 B. 62 C. s D. 32
Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegélowe

8.6. Zdajgcy oblicza odleglos¢ dwoch punktow.

Rozwigzanie C
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Zadanie 13. (0-1)

Dane sg dtugosci bokow |BC| =51 |AC| =3 trojkata prostokatnego g
ABC o kacie ostrym S (zobacz rysunek). Wtedy

. 3 . 4
sin p =— sin f =—
A. B 5 B. B .

3434 534

sin f=—— sinf="-""
C. B Y D. p 34

Wymagania ogolne
11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegolowe

6.1. Zdajgcy wykorzystuje definicje i wyznacza wartosci funkcji sinus, cosinus i tangens kqgtow
o miarach od 0° do 180°.

Rozwiazanie C

Zadanie 14. (0-1)
Kat & jestostry i sina = i Woéwczas

3 3 13
cosa <— cosa =— coso =—— cosa >——
A. 4 B. 4 C. 4 D. 4

Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegélowe

6.5. Zdajgcy znajgc wartos¢ jednej z funkcji sinus lub cosinus, wyznacza wartosci pozostatych
funkcji tego samego kqta ostrego.

Rozwigzanie D
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Zadanie 15. (0-1)
Kat o jest ostry itga = % Jaki warunek spetnia kat o ?
A, a<30° B. a=30° C. a=60° D. a>60°

Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegolowe

6.2. Zdajgcy korzysta z przyblizonych wartosci funkcji trygonometrycznych (odczytanych
z tablic lub obliczonych za pomocq kalkulatora).

Rozwigzanie A

Zadanie 16. (0-1)

Kat srodkowy 1 kat wpisany w okrag sa oparte na tym samym tuku. Suma ich miar jest
rownal80°. Jaka jest miara kata srodkowego?
A. 60° B. 90° C. 120° D. 135°

Wymagania ogolne
11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegélowe

7.1. Zdajgcy stosuje zaleznosci miedzy kqtem srodkowym i kqtem wpisanym.

Rozwigzanie C

Zadanie 17. (0-1)

n

Ciag (a,) jest okreslony wzorem a, =(-3) (9 —nz) dla n>1. Wynika stad, ze

A. a3 = _81 B. (13 = _27 C. a3 = 0 D. a3 > O

Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegolowe

5.1. Zdajgcy wyznacza wyrazy ciggu okreslonego wzorem ogolnym.

Rozwigzanie C
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Zadanie 18. (0-1)

Liczby x-1, 4 1 8 (w podanej kolejnosci) sg pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciggu

arytmetycznego. Woweczas liczba x jest rOwna

A. 3 B. 1 C. -1 D. -7
Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.
Wymagania szczegélowe

5.3. Zdajgcy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n poczqtkowych wyrazow ciggu arytmetycznego.

Rozwiazanie B

Zadanie 19. (0-1)

Liczby—8, 4 i x+1 (w podanej kolejnosci) sg pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciagu
geometrycznego. Wowczas liczba x jest rOwna

A 3 B. -15 C. 1 D. 15
Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegolowe
5.4. Zdajgcy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n poczqtkowych wyrazow ciggu geometrycznego.

Rozwigzanie A

Zadanie 20. (0-1)

Wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych, ktore sa podzielne przez 6 lub przez 10, jest

A. 25 B. 24 C. 21 D. 20

Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.

Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegolowe

10.2. Zdajgcy zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych, niewymagajqgcych

uzycia wzorow kombinatorycznych, stosuje regute mnozenia i regute dodawania.

Rozwiazanie C
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Zadanie 21. (0-1)
Liczba wszystkich sposobow, na jakie Ala 1 Bartek mogg usigs¢ na dwoch sposrod pieciu miejsc
w kinie, jest rowna

A. 25 B. 20 C. 15 D. 12

Wymagania ogolne

111. Modelowanie matematyczne.

Zdajgcy dobiera model matematyczny do prostej sytuacji i krytycznie ocenia trafnos¢ modelu.
Wymagania szczegolowe

10.2. Zdajgcy zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych, niewymagajgcych

uzycia wzorow kombinatorycznych, stosuje regute mnozenia i regute dodawania.

Rozwigzanie B

Zadanie 22. (0-2)

STV o S |
0ZW14Z rownanic 1—-2x PR

Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegélowe

3.8. Zdajgcy rozwigzuje proste rownania wymierne, prowadzqce do rownan liniowych
lub kwadratowych, np. Xl 2, xrl 2x.
x+3 x

Rozwigzanie

. . , 1 . )
Lewa strona rownania jest okreslona dla x = 5 Przenosimy wszystko na lewg strong 1 spro-

wadzamy utamki do wspolnego mianownika:

2_3x+l=0, 2(2—3x)+(1—2x)=0’ 5—8x _o.
1-2x 2 2(1-2x) 2(1-2x)

Stad otrzymujemy 5—8x=0, czyli x:% Dla tej wartosci x obie strony réwnania s3

okreslone, wigc liczba x = 3 jest szukanym rozwigzaniem rownania.
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Zadanie 23. (0-2)
Rozwiaz nieréwnoéé x° +6x—-7<0.

Wymagania ogolne
11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegélowe

3.5. Zdajgcy rozwigzuje nierownosci kwadratowe z jedng niewiadomg.

Rozwiazanie

Korzystajac ze wzoréw na pierwiastki rownania kwadratowego lub dostrzegajac rozktad na
czymniki  x*+6x-7= ( X+ 7) (x —1), otrzymujemy dwa pierwiastki  trojmianu
kwadratowego: x, =-7, x, =1. Poniewaz parabola o rownaniu y = x*+6x—7 ma ramiona
skierowane do gory, lezy ona ponizej osi Ox miedzy swoimi miejscami zerowymi. Zatem

rozwigzaniem nierownosci jest przedziat domknigty <—7, 1> .

Zadanie 24. (0-2)

Oblicz najmniejsza warto$¢ funkcji kwadratowej f(x)=x*—6x+1 w przedziale <O, l> :

Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegélowe

4.11. Zdajgcy wyznacza wartos¢ najmniejszq i wartos¢ najwigkszq funkcji kwadratowej
w przedziale domknietym.

Rozwigzanie

Wyznaczmy wspotrzedne wierzchotka paraboli o réownaniu y=x’>—6x+1. Mamy

X, :—2i=3, yw:—%=—8_ Poniewaz parabola ma ramiona skierowane do gory, to
a a

w przedziale (—oo,3> dana funkcja maleje. Zatem maleje takze na zawartym w nim przedziale
<0,1>. Wobec tego najmniejsza warto$¢ przyjmie ona w prawym koncu, czyli dla x=1.

Ta warto$cig jest y=1°—6-1+1=—4.
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Zadanie 25. (0-2)

O funkcji liniowej f wiadomo, ze f(1)=2 oraz ze do wykresu tej funkcji nalezy punkt
P =(~2,3). Wyznacz wzér funkcji f.

Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegélowe
4.6. Zdajgcy wyznacza wzor funkcji liniowej na podstawie informacji o funkcji lub o jej
wykresie.

Rozwiazanie

Funkcja f'jest liniowa, wigc jej wzor mozemy zapisa¢ w postaci: f (x) =ax+b. Z warunku

f (1) =2 wynika, ze 2=a+b. Skoro punkt P nalezy do jej wykresu, to mamy takze

3=f(-2)=—2a+b. Rozwigzujemy otrzymany uklad rownan i otrzymujemy
17

a=——, b= 7 . Zatem szukany wzdr ma postac f(x) =——X+—.

3 3 3

W | =

Zadanie 26. (0-2)

Napisz rownanie prostej rownoleglej do prostej o rownaniu y =2x—11 i przechodzacej przez
punkt P =(1,2).

Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegélowe

8.3. Zdajgcy wyznacza rownanie prostej, ktora jest rownolegla lub prostopadta do prostej
danej w postaci kierunkowej i przechodzi przez dany punkt.

Rozwigzanie

Wszystkie proste réwnolegte do danej prostej majg taki sam wspodlczynnik kierunkowy.
Szukamy zatem prostej o rOwnaniu postaci y =2x + b . Poniewaz szukana prosta przechodzi
przez punkt P=(1,2), otrzymujemy 2=2-14+b, skad b=0. Zatem prosta ta ma
roéwnanie y = 2x .
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Zadanie 27. (0-2)

Wyznacz rownanie prostej zawierajacej srodkowa CD trojkata ABC, ktorego wierzchotkami
sa punkty: 4=(-2,~1), B=(6,1), C=(7,10).

Wymagania ogolne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.
Zdajgcy stosuje strategie, ktora jasno wynika z tresci zadania.

Wymagania szczegolowe
8.5.Zdajgcy wyznacza wspotrzedne srodka odcinka.

8.1. Zdajgcy wyznacza rownanie prostej przechodzqcej przez dwa dane punkty (w postaci
kierunkowej lub ogolnej).

Rozwiazanie
Wiemy, ze szukana prosta przechodzi przez punkt C = (7,10) oraz przez punkt D, bedacy

srodkiem boku AB. Zatem korzystajac ze wzoru na wspotrzedne $rodka odcinka mamy
D (—2 +6 —1+1

2 72
punkty otrzymujemy: (y—lO)(2—7)—(0—10)(x—7)=0, a stad-5y+10x-20=0, czyli
-y+2x—-4=0.

)= (2,0). Ze wzoru na rownanie prostej przechodzacej przez dwa dane

Zadanie 28. (0-2)

W trojkacie prostokatnym, w ktorym przyprostokatne maja dtugosci 2 1 4, jeden z katéw
ostrych ma miare . Oblicz sina-cosa.

Wymagania ogolne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.
Zdajgcy stosuje strategie, ktora jasno wynika z tresci zadania.

Wymagania szczegolowe

6.1.Zdajgcy wykorzystuje definicje i wyznacza wartosci funkcji sinus, cosinus i tangens kqtow
o miarach od 0° do 180°.

Rozwiazanie

Niech «a bedzie katem lezagcym naprzeciwko boku o dlugosci 2, zas f — katem lezacym
naprzeciwko boku o dlugosci 4. Zauwazmy, Zze sina =cos  oraz cosa = sin f, wigc mamy

sina -cosa = sin S -cos B, czyli szukana wartos$¢ nie zalezy od wyboru kata.
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Przeciwprostokagtna w danym trojkacie ma dtugo$é 22+ 47 :\/2_0. Z definicji funkcji

. 4 8 2
trygonometrycznych otrzymujemy SN Cos @ = T —=—=
20 20

0 5
Zadanie 29. (0-2)
Kat & jestostryi sina = i Oblicz 3+2tg2a.
Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegolowe

6.4. Zdajgcy stosuje proste zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi:

sin“a+cos’a=1, tga= oraz sin(90°—a)=cosa.

cosa
Rozwigzanie
1 2
_sina | ,  sinffa  sin‘a 4 1
Mamy tga = , wige tgia=—F—= —— = —=—
cosx cos"a l-sin“« { (1} 15
4
Zatem 3+2tg2a:3+£=ﬂ.
15 15

Zadanie 30. (0-2)

Ile wyrazéw ujemnych ma cigg (an ) okreslony wzorem a, = n*—2n—24dlan>19

Wymagania ogolne
11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegolowe

5.1.Zdajgcy wyznacza wyrazy ciggu okreslonego wzorem ogolnym.

Rozwiazanie
Szukamy liczb naturalnych & 2= 1 spetniajgcych nierdwnos$é n® —2n-24 <0.
Zapiszmy te nierdwno$¢ w postaci n> —2n+1-25<0, (n — 1)2 ~5 <0 , skad

(n—1-5)(n—-1+5)<0, (n—6)(n+4)<0.Poniewaz n+4>0, otrzymujemy 7<6. Zatem
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liczba n moze przyjmowac¢ jedna z pieciu wartosci: 1, 2, 3, 4, 5, czyli ciagg ma pie¢ wyrazow
ujemnych.

Zadanie 31. (0-2)

Liczby 2, x—3, 8 sa w podanej kolejnosci pierwszym, drugim i czwartym wyrazem ciagu
arytmetycznego. Oblicz x.

Wymagania ogolne
11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegolowe

5.3. Zdajgcy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n poczqtkowych wyrazow ciggu
arytmetycznego.

Rozwigzanie
Mamy a, =2 oraz a, =x -3, zatem rdznica ciaggu wynosi r = (x - 3) —2=x-5. Ponadto

8=a,=a,+3r=2+3(x-5), skad 6=3(x—-5) i wkoficu x="7.

Zadanie 32. (0-2)

Wyrazami ciggu arytmetycznego (an) sg kolejne liczby naturalne, ktore przy dzieleniu przez

5 dajg reszte 2. Ponadto a; =12. Oblicz a5 .

Wymagania ogolne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.

Zdajgcy stosuje strategie, ktora jasno wynika z tresci zadania.
Wymagania szczegolowe

5.3. Zdajgcy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n poczqtkowych wyrazow ciggu
arytmetycznego.

Rozwiazanie

Poniewaz doktadnie co pigta liczba naturalna daje z dzielenia przez 5 reszte 2, to rdznica
danego ciagu arytmetycznego wynosi 5. Wobec tego 12=a,=a,+2r=aqa,+10, skad

a, =2.Wobec tego a, =a, +14r=2+14-5=72.
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Zadanie 33. (0-2)

Dany jest prostokat o bokach a 1 b. Zmniejszamy dtugos¢ boku a o 10% oraz zwigkszamy

a
dhugo$¢ boku b 0 20%. Wyznacz stosunek 7, jesli wiadomo, ze otrzymany prostokat ma taki

sam obwdd jak prostokat wyjsciowy.

Wymagania ogolne
1II. Modelowanie matematyczne.
Zdajgcy dobiera model matematyczny do prostej sytuacji i krytycznie ocenia trafnos¢ modelu.

Wymagania szczegolowe

5.4. (gimnazjum) Zdajgcy stosuje obliczenia procentowe do rozwigzywania problemow
w kontekscie praktycznym, np. oblicza ceny po podwyice Ilub obnizce o dany procent,
wykonuje obliczenia zwigzane z VAT, oblicza odsetki dla lokaty rocznej.

Rozwigzanie

Otrzymany prostokat ma boki dlugosci 0,9a oraz 1,2b. Z pordwnania obwodow obu
prostokatéw otrzymujemy zwigzek 2-0,9a+2-1,2b=2a+2b, skad 0,4b=0,2a. Wobec
0,4
0,2

=2.

a
tego — =
85

Zadanie 34. (0-2)

Udowodnij, ze jesli x, y sg liczbami rzeczywistymi, tox” + y* > 2xy .

Wymagania ogolne

V. Rozumowanie i argumentacja.
Zdajgcy prowadzi proste rozumowanie, skladajqce si¢ z niewielkiej liczby krokow.

Wymagania szczegolowe

2.1.Zdajgcy uzywa wzoréw skréconego mnozenia na (a +b)’ oraz o’ — b’.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze dla dowolnych liczb x, y mamy (x - y)2 >0,skad x> +y® >2xy, co koficzy

dowdd.
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Zadanie 35. (0-2)

Rzucamy dwa razy symetryczng szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo
otrzymania iloczynu liczby oczek rownego 5.

Wymagania ogolne

11I. Modelowanie matematyczne.
Zdajgcy dobiera model matematyczny do prostej sytuacji i krytycznie ocenia trafnos¢ modelu.

Wymagania szczegolowe

10.3. Zdajgcy oblicza prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach, stosujgc klasyczng
definicje prawdopodobienstwa.

Rozwigzanie
Zdarzeniami elementarnymi sg pary liczb catkowitych(a,b), gdzie 1<a,b<6 — mamy 36

takich par. Zdarzenia elementarne sprzyjajace to pary (1,5) oraz (5,1). Zatem szukane

2 1
prawdopodobienstwo jest rbwne — =—.
36 18

Zadanie 36. (0—4)

W ciggu arytmetycznym (an) dane sa wyrazy: a, =4,a, =19. lle wyrazow tego ciagu
nalezy do przedzialu (O, 200) ?

Wymagania ogolne
1II. Modelowanie matematyczne.
Zdajgcy dobiera model matematyczny do prostej sytuacji i krytycznie ocenia trafnos¢ modelu.

Wymagania szczegolowe

5.3. Zdajgcy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n poczqtkowych wyrazow ciggu
arytmetycznego.

Rozwiazanie
Mamy 4=a,+2r, 19=a,+5r. Stad 3r=15r=5 oraz a,=-6. Pytamy, dla jakich n
mamy 0<a, <200 , czyli 0<—6+(n—1)-5<200.
6 206 11 211
Stad 6 <5(n—1) <206, §<n_1<T’ —<n<=—.

Pierwsza nier6wnos¢ spetniajg liczby n >3, a drugg liczby n <42 . Zatem liczb naturalnych
spelniajacych obydwa warunki mamy 40 i tyle tez wyrazow ciagu lezy w przedziale (0, 200).
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Zadanie 37. (0—4)

Na zewnatrz trojkata prostokatnego ABC, w ktorym |D ACB| =90° oraz |AC| =35,

BC|=12
zbudowano kwadrat ACDE (zobacz rysunek). Punkt H lezy na prostej AB i kat |D EHA| =90°.
Oblicz pole trojkata HAE.

D

Wymagania ogolne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.
Zdajqgcy stosuje strategie, ktora jasno wynika z tresci zadania.

Wymagania szczegolowe

7.3. Zdajgcy rozpoznaje trojkgty podobne i wykorzystuje (takze w kontekstach praktycznych)
cechy podobienstwa trojkgtow.

Rozwiazanie

Zauwazmy, ze trojkat prostokatny EAH jest podobny do trojkata ABC, gdyz katy EAH oraz
ABC sa przystajace, jako katy o ramionach rownoleglych. Oznaczymy przez s skalg
podobienstwa trojkata EAH do trojkata ABC. Wtedy

1 1
P, =SPy.=5 -E-|AC|-|BC| =5 -5-5-12 =30s".
Pozostaje zatem obliczy¢ s.

Mamy
:|AE|_ lacl 5 5

48] Jac?+BCc? Nse122 13

Zatem

5 750
P, =30|—| =—-.
At (13) 169
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Zadanie 38. (0—4)

Punkt D lezy na boku BC trojkata réwnoramiennego ABC, w ktorym

C
|AC| =|BC|. Odcinek AD dzieli trojkat ABC na dwa trojkaty réwno-
ramienne w taki sposob, ze |AD|:|CD| oraz |AB|:|BD| (zobacz
rysunek). Udowodnij, Ze|D ADC | = 5-|D ACD| .
D
Wymagania ogolne
A B

V. Rozumowanie i argumentacja.

Zdajgcy prowadzi proste rozumowanie, sktadajqce sie z niewielkiej
liczby krokow.

Wymagania szczegélowe

10.17 (gimnazjum) Zdajgcy rozpoznaje figury, ktore majg oS symetrii i figury, ktore majq
srodek symetrii. Wskazuje os symetrii i Srodek symetrii figury.

Rozwiazanie I

Niech ' =|JBAD| i 8 =|1 ACD|. Trojkaty ABD, ACD i ABC ]
sg rownoramienne, wigc
|) DAB|=|0 BAD| =, |J CAD|=|1 ACD|=p
oraz |1 CAB|=|] CBA|=a + . D
Suma miar katow trojkata ACD jest rowna 180°, wige
1 ADC|=180°~24. ?
Z drugiej strony |JADC|=180°—|1ADB|, czyli 180°-28=180°~a . y A 5

Stad o =24.

Suma miar katow trojkata ABC jest rowna 180°, wigc 2(ar+ )+ B =180°, czyli
2(2p+ )+ =180°. Stad 78 =180°.

Zatem | ADC|=180°-28=7-28=5 =51 ACD|. To konczy dowdd.

Rozwiazanie 11

Oznaczmy katy « 1 f jak w poprzednim rozwigzaniu.
Poniewaz kat ADB jest katem zewnetrznym trojkata ADC, wigc a =24.
Roéwniez kat ADC jest katem zewnetrznym trojkata ABD, wiec

D ADC|=a+a+B=2a+B=48+p=58=51ACD|, co konczy dowdd.
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Zadanie 39. (0-2)

Oblicz sinus kata miedzy przekatng szescianu a jego ptaszczyzna
podstawy.

Wymagania ogolne Y A, F---

1V. Uzycie i tworzenie strategii.
Zdajqgcy stosuje strategie, ktora jasno wynika z tresci zadania.

Wymagania szczegolowe

9.2. Zdajgcy rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach kqt miedzy odcinkami i ptasz-
czyznami (miedzy krawedziami i Scianami, przekqtnymi i Scianami), oblicza miary tych kgtow.

Rozwigzanie
B

Rozwazmy trojkat prostokatny 4ABC utworzony przez przekatng 4B
szescianu, przekatng AC podstawy szescianu oraz krawedz BC,
jak na rysunku. Kat ostry a tego trojkata jest katem miedzy
przekatng szeScianu 1 plaszczyzng jego podstawy. Diugos¢

a3

N}

przekatnej szescianu o krawedzi dtugosci a jest rowna a3, wiec
sinus kata a jest rowny

1 B - a

. a
SN =—== =—,

a3

\\Q

&l
w
s

Zadanie 40. (0—4)

W graniastostupie czworokatnym prawidtowym przekatna o dtugosci d jest nachylona do
plaszczyzny podstawy pod katem o takim, Ze sina =0,2. Wyznacz objetos¢ tego

graniastostupa.

Wymagania ogolne
1II. Modelowanie matematyczne.
Zdajgcy dobiera model matematyczny do prostej sytuacji i krytycznie ocenia trafnos¢ modelu.

Wymagania szczegolowe

9.6. Zdajgcy stosuje trygonometri¢ do obliczen diugosci odcinkow, miar kqgtow, pol
powierzchni i objetosci.
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Rozwigzanie 1

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Trojkat BDH jest prostokatny, wigc

. h 1 & 1
sina=—,czyli —=—.Stad h=—d.
d 5 d 5

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata BDH otrzymujemy h

—24d2

2
|BD[ =d*~ 1 =d2—(ld) ==
5 25

Pole podstawy graniastostupa jest wiec rowne D\ ----- -t---Jc

P 1 |BD|2_l%d2_12d2 4 a a

ABCD — A
2

- . /

225 25

Zatem objetos¢ tego graniastostupa jest rowna
12 1 12
=—d*—d= d.

V=P == =—=
25 5 125

ABCD '’

h

Rozwiazanie 11

Przyjmijmy oznaczenia jak w rozwigzaniu I.

: h .
Tréjkat BDH jest prostokatny, wiec sina = 7 czyli h=dsina . Stad h=0,2d .

2
W trojkacie BDH mamy réwniez cosa = a;’/_ , czyli aN2 =d cosa = dA1 - (0,2)" =4/0,964.

Stad V =a’h =%~0,96d2 -0,2d =0,096d" .

Zadanie 41. (0—4)
Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych czterocyfrowych takich, ze w ich zapisie
dziesietnym wystegpuje jedna cyfra nieparzysta i trzy cyfry parzyste.

Uwaga: przypominamy, ze zero jest liczba parzysta.

Wymagania ogolne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.
Zdajgcy stosuje strategie, ktora jasno wynika z tresci zadania.

Wymagania szczegolowe

10.2. Zdajgcy zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych, niewymagajqgcych
uzycia wzorow kombinatorycznych, stosuje regute mnozenia i regute dodawania.
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Rozwiazanie

Mamy do dyspozycji 5 cyfr parzystych: 0, 2, 4, 6, 8 oraz 5 cyfr nieparzystych: 1, 3, 5, 7, 9.
Musimy jednak pamigta¢, ze 0 nie moze by¢ pierwsza cyfra zapisu dziesi¢tnego liczby.
Dlatego rozwazymy dwa przypadki: a) gdy pierwsza cyfra jest nieparzysta oraz b) gdy
pierwsza cyfra jest parzysta.

W przypadku a) pierwsza cyfr¢ mozna wybra¢ na 5 sposobow; kazda pozostata cyfra musi
by¢ parzysta i kazdg z nich tez mozemy wybra¢ na 5 sposobdw. Zatem w przypadku a) mamy
5* mozliwosci.

W przypadku b) cyfre parzysta, stojaca na pierwszym miejscu, mozemy wybrac na 4 sposoby.
Na pozostatych miejscach mamy rozmiesci¢ jedng cyfre nieparzystg oraz dwie cyfry parzyste.
Miejsce dla cyfry nieparzystej mozemy wybraé na 3 sposoby; na pozostatych dwoch
miejscach umiescimy cyfry parzyste. Cyfre na kazdym z tych trzech miejsc mozna wybra¢ na
5 sposobow. Zatem w przypadku b) mamy 4-3-5° =12-5° mozliwoSci.

W obu przypadkach lacznie otrzymujemy 5'+12-5°=(5+12)-5’=17-125=2125 liczb

spetniajacych warunki zadania.

Zadanie 42. (04)

Z pojemnika, w ktorym jest pie¢ losow: dwa wygrywajace i trzy puste, losujemy dwa razy po
jednym losie bez zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo, ze otrzymamy co najmniej jeden
los wygrywajacy. Wynik przedstaw w postaci utamka nieskracalnego.

Wymagania ogolne

111. Modelowanie matematyczne.
Zdajgcy dobiera model matematyczny do prostej sytuacji i krytycznie ocenia trafnos¢ modelu.

Wymagania szczegolowe

10.3. Zdajgcy oblicza prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach, stosujgc klasyczng
definicje prawdopodobienstwa.

Rozwigzanie I (model klasyczny)

Oznaczmy przez w,, w, losy wygrywajace, a przez p,, p,, p, losy puste. Wszystkie wyniki

losowania dwoch losow bez zwracania mozemy przedstawi¢ w tabeli: wynik pierwszego
losowania wyznacza wiersz, a wynik drugiego losowania — kolumng, w przecigciu ktorych
lezy pole, odpowiadajace tej parze losowan. Pola polozone na przekatnej odrzucamy, gdyz
odpowiadatyby one wylosowaniu dwukrotnie tego samego losu, a to jest niemozliwe, gdyz
losujemy bez zwracania.
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Niech 4 oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu dwoch losow, wsrdd ktorych co
najmniej jeden jest wygrywajacy. Zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu 4 zaznaczamy

w tabeli krzyzykiem (x).
Wi | Wy | Pr | Pa| P3
w, X | x | x| x
w, | X X | x | x

Mamy wigc 20 wszystkich zdarzen elementarnych, czyli |Q|=20, oraz 14 zdarzen
elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A4, czyli |A| =14.

. o , 4 14 7
Prawdopodobienstwo zdarzenia 4 jest zatem rowne P(A) = @ = 20 = 0

Rozwiazanie Il (metoda drzewa)

Losowanie z pojemnika kolejno dwdch losow bez zwracania mozemy zilustrowaé za pomoca
drzewa, gdzie w oznacza wylosowanie losu wygrywajacego, a p — losu pustego. Pogrubione
gatezie drzewa odpowiadajg zdarzeniu 4 polegajacemu na wylosowaniu dwoch losow, wsrod
ktorych co najmniej jeden jest wygrywajacy. Na odcinkach drzewa zostaty zapisane
odpowiednie prawdopodobienstwa.

(VN[N
w|w

IS

Zatem prawdopodobienstwo zdarzenia 4 jest rOwne

,32_2+6+6_14_ 7
5

P(A):% 420 20 10°

S
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Zadanie 43. (0-3)

Wykaz, ze prawdziwa jest nierownos¢ \/ 22 41+ \/ 20 —1<2%.

Wymagania ogolne

V. Rozumowanie i argumentacja.
Zdajgcy prowadzi proste rozumowanie, skladajqce si¢ z niewielkiej liczby krokow.

Wymagania szczegolowe

2.1.Zdajgcy uzywa wzoréw skréconego mnozenia na (a +b)’ oraz a’ — b’.

Rozwigzanie 1

Dla dowodu przeksztalcimy w sposob réwnowazny teze.

Poniewaz obie strony danej nierownosci \/ 22 +1+ \/ 2°° —1 < 2*° s3 dodatnie, mozemy je
podnies¢ do kwadratu. Otrzymujemy kolejno:

(\/250 14429 —1)2 <(2*)

20 1142420 4+1.4/2% —142% _1 < 2%

2.2% +2\/(25° -1)(2% +1) < 2%

2 [2100 _1 < 252 _251
[2100 _1 < 250.

Obie strony tej nierownosci sg takze dodatnie, wigc podnoszac je do kwadratu otrzymujemy
2100 _1 < 2100

Otrzymana nierownos$¢ jest oczywiscie prawdziwa, a zatem dana w zadaniu nierownos¢ jest
rowniez prawdziwa, co konczy dowaod.

Rozwigzanie I1

Oznaczmy a=+2" +1, b=~2"—1. Zauwazmy, ze dla dowolnych liczb g, b, takich,
7e a # b, mamy (a—b)2 >0,skad a’+b>>2ab. Wobec tego

(a+b) =a*+b* +2ab<a’ +b*+a’ +b* =2(a’ +b*) =2(2 +1+2" —1) =27

Stad a+b<~27 =2, co konczy dowod.

63



64 Informator o egzaminie maturalnym z matematyki od roku szkolnego 2014/2015

Zadanie 44. (0-5)

W roku 2015 na uroczystoSci urodzinowej kto$ spytat jubilata, ile ma lat. Jubilat
odpowiedziat: jezeli swoj wiek sprzed 27 lat pomnoze¢ przez swoj wiek za 15 lat, to otrzymam
rok swojego urodzenia. Oblicz, ile lat ma ten jubilat.

Wymagania ogolne

1II. Modelowanie matematyczne.
Zdajgcy dobiera model matematyczny do prostej sytuacji i krytycznie ocenia trafnos¢ modelu.

Wymagania szczegolowe

3.4. Zdajgcy rozwiqzuje rownania kwadratowe z jedng niewiadomaq.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez x obecny wiek jubilata (w latach). Wowczas wiek jubilata sprzed 27 lat jest
rowny x—27, wiek, jaki bedzie miat za 15 lat, jest rowny x+15, a rok jego urodzenia to
2015—x.

Mamy wigc rownanie (x—27)(x+15) =2015-x.

Po uporzadkowaniu otrzymujemy x> —11x—2420=0.

Rozwigzaniami tego rownania sg liczby x =55, x =—-44.

Stad wiemy, ze jubilat w roku 2015 obchodzi 55. urodziny.
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5 . Przyktadowe zadania z matematyki na poziomie rozszerzonym wraz z rozwigzaniami

Zadanie 1. (0-1)

Funkcja okreslona wzorem f (x) = |x —3| —4 dla wszystkich liczb rzeczywistych

nie ma miejsc zerowych.
ma doktadnie jedno miejsce zerowe.
ma doktadnie dwa miejsca zerowe.

Cowp

ma wigcej niz dwa miejsca zerowe.

Wymagania ogolne
11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.
Zdajgcy rozumie i interpretuje pojecia matematyczne oraz operuje obiektami matematycznymi.

Wymagania szczegélowe

3.9.R Zdajgcy rozwiqzuje rownania i nierownosci z wartoscig bezwzgledng, o poziomie
x+3|+|x=5>12.

trudnosci nie wyzszym niz Hx + 1| - 2‘ =3,

Rozwigzanie C

Zadanie 2. (0-3)

3(l—m) .

m

Niech m =log,, 7. Wykaz, ze log, 27 =

Wymagania ogolne

V. Rozumowanie i argumentacja.
Zdajgcy tworzy lancuch argumentow i uzasadnia jego poprawnosc.

Wymagania szczegélowe

1.6. Zdajgcy wykorzystuje definicje logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory na logarytm
iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi o wyktadniku naturalnym.

1.2.R Zdajqcy stosuje w obliczeniach wzor na logarytm potegi oraz wzor na zamiang podstawy
logarytmu.
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Rozwiazanie (I sposéob)

Zauwazmy, ze log, 21 = ! =l.
log,, 7 m
Zatem
3 21 1 —m
log, 27 =log, 3" =3log,3 =3log, 3 =3(log, 21-log,7)=3| ——1|=3-——.
m m

To konczy dowod.

Rozwiazanie (II sposdob)

Zauwazamy, ze

3 (1 — m)
m

co konczy dowdd.

:3(i—lj:3(log7 21-1)=3(log, 21—log77):3log7%:10g7 3’ =log, 27,
m

Zadanie 3. (0-2)

Oblicz najmniejszg liczbg naturalng » speiniajaca nierownos¢

2n-10 2| 1
3n+1 3] 30
Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
Zdajgcy rozumie i interpretuje pojecia matematyczne oraz operuje obiektami matematycznymi.

Wymagania szczegolowe

2.6.R Zdajgcy dodaje, odejmuje, mnozy i dzieli wyrazenia wymierne, rozszerza i (w tatwych
przyktadach) skraca wyrazenia wymierne.

3.8.R Zdajgcy rozwiqzuje proste nierownosci wymierne typu X+l >2, )2c+ 3 < 22x ,
x+3 x° =16 x"—-4x
3x-2 < 1-3x '
4x -7 S—-4x
Rozwigzanie
. . . 2n—=10 2| 1 . ‘1 .
Rozwigzujemy nieréwnos¢ o _E‘ <— . Przeksztalcamy ja w sposob rownowazny:
n+

3(2n-10)-2(3n+1)| 1
| 3(3n+1) |<30

32
3(3n+1)

1

30

2
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2 1
33n+1) 30’

3n+1>320,

n>106l.
3

W powyzszych przeksztatceniach dwukrotnie skorzystali§my z tego, ze 3(3}1 +1) >0. Zatem

najmniejsza liczbg naturalng spetniajaca podang nieréwnos$¢ jest n=107.

Zadanie 4. (0-2)

. . . . 1. .
Roéwnanie x” +48x+2=0 ma dwa rozwigzania x;,x, . Liczba —-+— jest liczbg catkowity
X X
dodatnia. Znajdz te liczbe. Zakoduj cyfry setek, dziesiatek 1 jedno$ci otrzymanego wyniku.

Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
Zdajqgcy rozumie i interpretuje pojecia matematyczne oraz operuje obiektami matematycznymi.

Wymagania szczegolowe
3.1.R Zdajqgcy stosuje wzory Viete a.

Rozwiazanie

Korzystajac ze wzoréw Viéte’a otrzymujemy: x; +x, =—48 oraz x;-x, =2.

11 2+x2 (n+x) -2xx, (-48) -2-2
ot T o T D = 3 =575.
X, X5 XX, (x1 .xz) 2

Nalezy zakodowac¢ cyfry 5, 7, 5.

Zadanie 5. (0-2)

Wielomian W(X) =x"+2x’ =5x’ —6px+9 jest podzielny przez dwumian x—1. Oblicz p.

Zakoduj pierwsze trzy cyfry po przecinku nieskonczonego rozwinigcia dziesigtnego
otrzymanego wyniku.

Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.
Zdajgcy rozumie i interpretuje pojecia matematyczne oraz operuje obiektami matematycznymi.
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Wymagania szczegolowe

3.4.R Zdajqgcy stosuje twierdzenie o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumian x—a.

Rozwiazanie

W (x) jest podzielny przez x—1, zatem W(l) =0. W(l) =T7-6p. Stad p=1,166....
Nalezy zakodowac cyfry 1, 6, 6.

Uwaga

Nalezy zakodowaé cyfry otrzymanego wyniku, a nie wyniku przyblizonego, zatem cyfry
1,6,6,aniel, 6, 7.

Zadanie 6. (0-3)

Wykaz, ze dla kazdej liczby calkowitej k liczba k (k+1)(k+9) (k2 + 1) jest podzielna przez 5.

Wymagania ogolne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Zdajgcy tworzy tancuch argumentow i uzasadnia jego poprawnosc.
Wymagania szczegélowe

2.7. (szkola podstawowa) Zdajqcy rozpoznaje liczby naturalne podzielne przez 5.

Rozwiazanie

I[loczyn jest podzielny przez 5, jezeli co najmniej jeden z czynnikow jest podzielny przez 5.
Jezeli k =51 (/jest liczbg catkowitg), to pierwszy czynnik jest podzielny przez 5.

Jezeli k =5I+1, to czynnik (k+9) =5/+10= 5(l + 2) jest podzielny przez 5.
Jezeli k =51+2, to czynnik (k2 +1) =25 +20/+4+1= 5(512 +4l+1) jest podzielny
przez S.

Jezeli k =5/+3, to czynnik (k2 +1) =25 +30[+9+1= 5(5[2 +6+2) jest podzielny przez 5.

Jezeli k =51+4, to czynnik (k+1) =51+4+1 =5(l+1) jest podzielny przez 5.
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Zadanie 7. (0-2)

Udowodnij, ze jesli a>0 1 b>0 oraz a+b=1,to absi.

Wymagania ogolne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Zdajgcy tworzy tancuch argumentow i uzasadnia jego poprawnosc.
Wymagania szczegolowe

2.1. Zdajgcy uzywa wzorow skroconego mnozenia na (aJ_rb)2 oraz a’ -b’.

Rozwiazanie (I sposéob)

Korzystamy z nierownos$ci migdzy $rednig arytmetyczng i geometryczng:

@ga;b:l,

2

czyli

ab<—.
To konczy dowod.
Rozwiazanie (II sposdob)

Z zalozenia mamy b =1-a. Przeksztalcamy nierowno$¢ ab < 2 W sposOb rownowazny

a(l—a)s

b

N

a’—a+ 1 >0,
4
2
1
(a — —J >0.
2
Ta nieréwno$¢ jest prawdziwa. To konczy dowod.

Rozwiazanie (III sposéb)

1
Oznaczmy: a = E+x , b= %—x . Wowczas

ab= l+x l—x =l—x2£l,
2 2 4 4

co konczy dowod.

69
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Zadanie 8. (0-5)
Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktorych funkcja f okreslona wzorem
f(x) = (m2 —l)x2 —2(1—m)x+2

przyjmuje wartosci dodatnie dla kazdej liczby rzeczywiste;.

Wymagania ogolne
1V. Uzycie i tworzenie strategii.

Zdajgcy tworzy strategie rozwigzania problemu.

Wymagania szczegolowe

3.2.R Zdajqgcy rozwiqzuje rownania i nierownosci liniowe i kwadratowe z parametrem.

Rozwigzanie

Funkcja f(x)= (m2 — l)x2 —2(1-m)x+2 w zaleznosci od parametru m jest liniowa lub
kwadratowa. Rozwazmy dwa przypadki:

1. Gdy m*>-1=0, to funkcja f jest liniowa.

1. Dla m=-1 funkcja ma wzor f(x)=-4x+2,wi¢gc m=—1 nie spelnia warunkow

zadania.

2. Dla m=1 funkcja ma wzor f(x)=2,wiec m=1 spelnia warunki zadania.

2. Gdy m’-1%0, to funkcja f jest kwadratowa. Funkcja kwadratowa przyjmuje warto$ci
dodatnie dla kazdej liczby rzeczywiste] x, gdy parabola bedaca jej wykresem lezy

w calosci nad osig Ox. Funkcja f(x)= (m2 — l)x2 —2(1-m)x+2 ma t¢ whasno$¢, kiedy
zachodzg warunki:

1. m*-1>0,

2. A<O.
Pierwszy warunek jest spetniony dla m € (—o0,~1)U(1,+0).
Warunek A <0 jest spetiony, gdy
4(1-m) -8(m*-1)<0,
(m=1)" =2(m-1)(m+1)<0,
(m—=1)(m-1-2m-2)<0,
(m=1)(-m~3)<0.
—(m-1)(m+3)<0,
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m e (—o0,-3)U(1,+0).

Zatem funkcja kwadratowa przyjmuje warto$ci dodatnie dla m € (—o0,—3) U(1,+0).

Uwzgledniajac oba przypadki, otrzymujemy m e (—OO, —3) U <1, +OO) .

Zadanie 9. (0-1)

. . Sx
Granica lim

jest rowna
>3 x+3

A, - B. 0 C. 6 D. +©

Wymagania ogolne
11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.
Zdajqgcy rozumie i interpretuje pojecia matematyczne oraz operuje obiektami matematycznymi.

Wymagania szczegélowe

11.1.R Zdajgcy oblicza granice funkcji (i granice jednostronne), korzystajgc z twierdzen
o dziataniach na granicach i z wlasnosci funkcji ciggtych.

Rozwigzanie D

Zadanie 10. (0-2)
5,3
Oblicz tim 22+
% (1-4n)

Zakoduj pierwsze trzy cyfry po przecinku rozwinigcia dziesietnego otrzymanego wyniku.

Wymagania ogolne
11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.
Zdajgcy rozumie i interpretuje pojecia matematyczne oraz operuje obiektami matematycznymi.

Wymagania szczegolowe

5.2.R Zdajqgcy oblicza granice ciggow, korzystajgc z granic ciggow typu l,Lz oraz
nn

z twierdzen o dziataniach na granicach ciggow.
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Rozwiazanie

3 n| -2+ iz
. . . —2n"+3n . n
Obliczamy granicg  lim ——— = lim—————~
n—» (1_4n) n—»o0 n3 (1_4]

n

_1 0,03125.
32
Poniewaz 3% =0,03125, wigc nalezy zakodowac cyfry: 0, 3, 1.

Zadanie 11. (0-2)

Dany jest nieskonczony cigg geometryczny (an) o wyrazach dodatnich taki, ze q, =%,

a, = % Oblicz sum¢ wszystkich wyrazow tego ciagu.

Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.

Zdajqgcy rozumie i interpretuje pojecia matematyczne oraz operuje obiektami matematycznymi.
Wymagania szczegélowe

5.3.R Zdajqgcy rozpoznaje szeregi geometryczne zbiezne i oblicza ich sumy.

Rozwigzanie

Pierwszy wyraz i trzeci wyraz tego ciaggu sa odpowiednio rowne: g, = 7’ a,

= % . Poniewaz

a, 4
a, =aq g, stad ¢’ =—3=§. Zatem q=—§ lub qz%. Wyrazy ciggu sa dodatnie, wigc

a

<1, wiec

q= % Poniewaz |q| = ‘%

3
1

|0

3

s=_% :izi.

l1-¢q 1_2 4
3

Suma S wszystkich wyrazéw nieskonczonego ciggu geometrycznego (an) 0 wyrazach

dodatnich jest rowna: S = % .
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Zadanie 12 (0-2)

4
Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(x)= % dla wszystkich liczb rzeczywistych x,

takich ze x # —/6 i x % ~/6 . Oblicz warto$¢ pochodnej tej funkcji w punkcie x =1.

Zakoduj cyfre jednosci 1 dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwini¢cia dziesietnego
obliczonego wyniku.

Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
Zdajgcy rozumie i interpretuje pojecia matematyczne oraz operuje obiektami matematycznymi.

Wymagania szczegolowe

11.2.R Zdajgcy oblicza pochodne funkcji wymiernych.

Rozwigzanie
Obliczamy pochodna:
)= (20 +15) (6-2)=(2x" +15)(6-x") _
(6-)
8 (6—x*)+2x(2x" +15) ) 2x(-2x" +24x7 +15)
_ (6-x") ey
(1) 2(-2+24+15) 2.37 _T4 5 g6

(5) 25 25

Nalezy zakodowac¢ cyfry: 2, 9, 6.

Zadanie 13. (0-3)

Dana jest funkcja f okreslona wzorem f (x)=4x3 —2x+1 dla wszystkich liczb

rzeczywistych. Uzasadnij, ze prosta / o rownaniu 10x—y+9=0 jest styczna do wykresu
funkcji f.

Wymagania ogolne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Zdajgcy tworzy tancuch argumentow i uzasadnia jego poprawnosc.
Wymagania szczegélowe

11.3.R Zdajgcy korzysta z geometrycznej i fizycznej interpretacji pochodnej.
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Rozwiazanie

Zapisujemy roOwnanie prostej / w postaci kierunkowej y =10x+9.

Wyznaczamy pochodng funkcji /i f '(x) =12x>-2.

Zauwazamy, ze dla x=-1 oraz dla x=1 pochodna funkcji /' ma warto$¢ 10 i rowna si¢
wspotczynnikowi kierunkowemu prostej /.

Obliczamy warto$¢ funkcji f'w punkcie x =—1: f(—l) =—1 oraz w punkcie x=1: f(l) =3.
Punkt o wspotrzednych (—1, — l) lezy na prostej /, natomiast punkt o wspotrzednych (1, 3) nie
lezy na tej prostej. Zatem prosta o rownaniu 10x — y+9 =0 jest styczna do wykresu funkcji £,
co konczy dowod.

Zadanie 14. (0-7)

Rozpatrujemy wszystkie ostrostupy prawidlowe trojkatne, w ktérych suma promienia okregu
opisanego na podstawie ostrostupa i wysoko$ci tego ostrostupa jest réwna 24. Wyznacz
promien okregu opisanego na podstawie tego z ostrostupoéw, ktory ma najwiekszg objetose.
Oblicz te objetose.

Wymagania ogodlne

1II. Modelowanie matematyczne.

Zdajgcy buduje model matematyczny danej sytuacji, uwzgledniajgc ograniczenia i zastrzezenia.

Wymagania szczegolowe

11.6.R Zdajgcy stosuje pochodne do rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych.

Rozwigzanie
Niech x=|AO|=|BO|=|CO| (zobacz rysunek) oznacza promien okrggu opisanego na

podstawie ostrostupa oraz h = |SO| oznacza wysoko$¢ tego ostrostupa. Wowcezas x+h =24,

S
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_|4B[-\3

Wysokos¢ AD w trojkacie ABC jest rowna |AD|—T. Zatem promien x okregu

1485 _|4BI5

2 3

: o . . 2
opisanego na trojkacie ABC (podstawie ostrostupa) jest rowny: x = 3
3333

YR

Ponadto z rowno$ci x+h=24 otrzymujemy h=24—x, gdzie 0<x<24.

1 3x%3

Zatem objeto$¢ tego ostrostupa jest okreslona wzorem: Vzg- 2

V3

V=T(—x3 +24x%).

tad

|AB| =x\3. Wyznaczamy pole podstawy ostrostupa: P =

(24-x), czyli

Nalezy obliczy¢, dla jakiego x spelniajgcego nierowno$é 0<x<24 funkcja V' okre$lona

3 )
wzorem V(x)= T(_X3 + 24x2) przyjmuje warto$¢ najwieksza.

Rozwazamy funkcje f (x) =—x’ +24x” okre$long dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Wyznaczamy pochodna tej funkcji f: f '(x) =-3x" +48x.
Nastepnie obliczamy miejsca zerowe pochodnej: x, =16, x, = 0. Ponadto:

o f ’(x) <0 w kazdym z przedzialow (—oo,O) oraz (16, +oo) ,

e f'(x)>0 w przedziale (0,16).

Zatem funkcja f jest malejaca w kazdym z przedziatlow (—oo,O) oraz <l6,+00) 1 rosnaca

w przedziale (0,16).

Poniewaz V' (x) =gf(x) dla xe(0,24), wiec w przedziale x €(0,24) funkcja ¥ (x) ma

ekstremum w tym samym punkcie, w ktérym funkcja f (x) Stad wynika, Zze w punkcie

x=16 funkcja V przyjmuje warto$¢ najwicksza.

J3

Objetos¢ ostrostupa jest rowna: V = T(_163 +24. 162) =5124/3.

Objetos¢ ostrostupa prawidlowego trojkatnego jest najwigksza i rowna V =5124/3, gdy
promien okregu opisanego na podstawie jest rowny 16.
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Zadanie 15. (0-7)

Rozwazamy wszystkie prostokaty, ktorych dwa wierzchotki leza na odcinku AB, gdzie
A=(—1,4) i B=(1,4), a pozostale dwa na paraboli o réwnaniu y=2x’>+2 (zobacz

rysunek). Wyznacz wymiary tego z prostokatow, ktory ma najwigksze pole. Oblicz to pole.

y=2.7:2+2

A

Wymagania ogolne

1II. Modelowanie matematyczne.
Zdajgcy buduje model matematyczny danej sytuacji, uwzgledniajqc ograniczenia i zastrzezZenia.

Wymagania szczegolowe

11.6.R Zdajgcy stosuje pochodne do rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych.
Rozwiazanie

Niech punkty C i D lezg na paraboli y=2x"+2, a punkty E i F leza na odcinku AB (zob.
rysunek). Oznaczmy przez X odleglo$¢ punktu D od osi Oy.
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A
y
+6
3/=2$2+2
+5
F E
A 4 B
C D
2
+1
1 L 1 x .
—4 -3 —2 1 1 2 '3 4 "
—14

Woéwcezas punkt D ma wspotrzedne D= (x, 2x° +2) , punkt C ma wspélrzedne
C :(—x, 2x° +2). Punkty E 1 F leza na prostej o rOwnaniu y =4, zatem ich wspolrzedne
sg rowne: E=(x,4) i F=(-x,4).

Wyznaczamy dlugos$ci bokow CD 1 DE prostokata CDEF:

|CD| =2x oraz |DE| =2-2x" dla O<x<I.

Zatem pole prostokata CDEF jest okreslone wzorem: P(x) =2x- (2 -2x° ) , czyli
P(x)=—4x"+4x dla 0<x<1.

Rozwazamy funkcje f (x)=—4x"+4x okreslong dla kazdej liczby rzeczywistej x.

Wyznaczamy pochodng tej funkcji f: f'(x) =-12x" +4.
Nastepnie obliczamy miejsca zerowe pochodnej: x;, = 3 X, =—
Ponadto:

e f'(x)<0 wkazdym z przedzialéw L—oo,—?] oraz [?,%—w] ,

e f'(x)>0 w przedziale (—?,?j )
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Zatem funkcja fjest malejaca w kazdym z przedziatow [—oo, _T3> oraz
V3 . . V343
ER 400 | 1rosngca w przedziale 33 )

Poniewaz P(x)=f(x) dla xe(0,1), wigc w przedziale xe(0,1) funkcja P(x) ma

ekstremum w tym samym punkcie, w ktérym funkcja f (x) Stad wynika, Zze w punkcie

3
xX= EY funkcja P przyjmuje warto$¢ najwigksza.

23 DE|:2—2(?]2 =i.

Obliczamy wymiary prostokata: |CD| = =

. : 243 8VJ3
Najwieksze pole ma prostokat o wymiarach = % . Jest ono réwne T\/—

Zadanie 16. (0-7)

Rozpatrujemy wszystkie trapezy rownoramienne, w ktorych krotsza podstawa ma dtugos¢ 5
i kazde z ramion tez ma dhugos¢ 5. Oblicz dlugo$¢ dhuzszej podstawy tego z rozpatrywanych
trapezow, ktory ma najwigksze pole. Oblicz to pole.

Wymagania ogolne

1II. Modelowanie matematyczne.

Zdajgcy buduje model matematyczny danej sytuacji, uwzgledniajqc ograniczenia i zastrzezZenia.
Wymagania szczegolowe

11.6.R Zdajgcy stosuje pochodne do rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych.

Rozwigzanie

Niech 2x+5 oznacza dlugo$¢ dtuzszej podstawy, a & wysoko$¢ trapezu. Pole tego trapezu
jest okreslone wzorem 5

S 2O (S4x)hi0<x<s.
2 5 h h S

P

Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy zalezno$¢

x x
x> +h* =5 stad h=+25-x" . >
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Pole tego trapezu jest okreslone wzorem
P(x) = (Ser)-\/25—x2 = \/(5+x)2 -(25—x2) =

= J(5+x) -(5-x) =J=x* —10x" +250x + 625,

gdzie 0<x<35.

Nalezy obliczy¢, dla jakiego x spetniajagcego nieréwnos¢ 0<x <5 funkcja P okreslona

wzorem P(x)= J=x* —10x* +250x + 625 przyjmuje warto$¢ najwieksza.

Poniewaz funkcja pierwiastkowa ( y=\/; ) jest rosngca, wigc wystarczy zbada¢ funkcje

f (x) =—x* —10x" +250x + 625 . Wyznaczamy pochodna tej funkcji:
f'(x) =—4x> —=30x" +250.

Nastepnie obliczamy miejsca zerowe pochodnej: x, =5, x, =
Ponadto:

e f'(x)<0 w przedziale (§,+OOJ,

' . .y 5
o f (x) >0 w kazdym z przedzialow (—oo,—S) oraz (—S,EJ ,
e f'(-5)=0.

5
Zatem funkcja fjest malejgca w przedziale <§,+ooj irosngca w przedziale <—OO,E> .

Poniewaz P(x)=,/f(x) dla x€(0,5), wigc w przedziale (0,5) funkcja P ma ekstremum

w tym samym punkcie, w ktorym funkcja f . Stad wynika, ze w punkcie x =§ funkcja P
przyjmuje warto$¢ najwieksza.

: D 5
Zauwazmy wreszcie, ze jezeli x =—,to 2x+5=10. Zatem dtuzsza podstawa ma dtugos¢ 10.

Obliczamy najwigksze pole trapezu dla x = 3

P(x):[5+§j 25— (J 15 5\/__75\/_

Najwigksze pole ma trapez, ktorego dtuzsza podstawa ma dtugos¢ 10. Pole tego trapezu jest

753

rowne
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Zadanie 17. (0-3)

Dany jest trojkat ABC 1 prosta k styczna w punkcie 4 do okrggu opisanego na tym trdjkacie.
Prosta BC przecina prosta k w punkcie P. Dtugo$ci odcinkow AC, BC 1 PB zostaly podane na
rysunku.

A P

Oblicz dtugos$¢ odcinka AB. Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku
rozwinigcia dziesi¢tnego otrzymanego wyniku.

Wymagania ogolne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.
Zdajgcy tworzy strategie rozwiqgzania problemu.

Wymagania szczegolowe

7.4.R Zdajqcy rozpoznaje figury podobne i jednokiadne; wykorzystuje (takze w kontekstach
praktycznych) ich wlasnosci.

Rozwigzanie (I sposob)
Niech S oznacza $rodek okrggu opisanego na trojkacie ABC i niech o = |D PAB| . Kat PAS jest

prosty, wiec |D BAS | =90° -« . Trojkat ABS jest rtownoramienny, zatem
) ASB|=180°—2-|1 BAS|=180°-2-(90°—ar) = 2cx .
Z twierdzenia o kacie sSrodkowym 1 wpisanym opartych na tym samym tuku wynika, ze

B ACB|=1-|D ASB|=1-2a=a.
2 2



Przykladowe zadania z rozwigzaniami: poziom rozszerzony 81

Oznaczmy |AB| =X oraz |PA| =y.

Trojkaty APB i CPA sa podobne, gdyz |[] PAB| =|[] PCA| 1 kat przy wierzchotku P jest
wspolnym katem tych trojkatow. Zatem

P4 _|P3]
lpcl |P4”
y
26y’
y*=17-26.

Stad y =+/17-26 . Z podobienstwa trojkatow APB i CPA otrzymujemy tez

|48 _|c4|
P4 |PC|’
x_12
y 26
Zatem x = 12 _12N17-26 12417 —9,7032...
6 26 J26

Kodujemy cyfry: 9, 7, 0.



82  Informator o egzaminie maturalnym z matematyki od roku szkolnego 2014/2015

Rozwigzanie (II sposob)
Z twierdzenia o kacie miedzy styczng a cigciwg wynika, ze katy PAB 1 ACB s3 réwne.
Ponadto kat przy wierzchotku P jest wspolnym katem trojkatow APB 1 CPA. Zatem te trojkaty

sa podobne.
C
\ B
12 17
4 y P
Stad
P4 _|P3]
lPC| - |P4
r 17
26y’
y? =17-26.

Zatem y =+/17-26 . Z podobienstwa trojkatow APB 1 CPA otrzymujemy tez

|48 _|c4|

P4 |PC|’
x_12
y_ 6

Stad x

12y _12V17:26 1217 _ oo,
26 26 NI

Kodujemy cyfry: 9, 7, 0.
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Zadanie 18. (0-6)

Dany jest trojkat prostokatny 4BC o kacie prostym przy wierzchotku C 1 obwodzie rownym
2 p . Na prostej AB obrano punkty D i E lezace na zewnatrz odcinka AB takie, ze |AD| = |AC|

i |BE | :|BC| (zobacz rysunek).

E

C\D

Wykaz, ze promien okregu opisanego na trojkacie ECD jest rowny p~/2 .

Wymagania ogolne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Zdajgcy tworzy lancuch argumentow i uzasadnia jego poprawnosc.
Wymagania szczegélowe

7.5.R Zdajgcy znajduje zwigzki miarowe w figurach plaskich z zastosowaniem twierdzenia
sinusow i twierdzenia cosinusow.

Rozwiazanie

Niech a =[1 BAC

, B= |D ABC | (zobacz rysunek).

E

Katy CAD i CBE to katy przylegte odpowiednio do katow BAC 1 ABC trojkata ABC, wigc
) CAD|=180°—« oraz |1 CBE|=180°- 4.

Trojkaty CAD 1 CBE s3 rownoramienne, wigc



84 Informator o egzaminie maturalnym z matematyki od roku szkolnego 2014/2015

i pea) =2 _(1280 _“)=% oraz |1 ECB| =22 _(1280 _ﬂ)=§.

Zatem miara kata ECD jest rtowna
0 ECD|=[0 DCA|+90°+1 ECB| :%+90°+§ = 90°+%(a+,8) .
Stad
D ECD|= 90°+%(a +)=135°.
Z twierdzenia sinuséw dla tréjkata ECD wynika, 7
[£D)

=R,
sinl] ECD

gdzie R to promien okregu opisanego na trojkacie ECD. Poniewaz |ED| =a+b+c=2p
. 5 5 e} 5 o [e] 5 o \/5 .
i sin() ECD =sin135° =sin(180°—45°) = sin45 == wige

2R =

SIS

Stad R = p~/2, co konczy dowdd.

Zadanie 19. (0-3)

Rami¢ AD trapezu ABCD (w ktorym AB||CD) przedtuzono do punktu E takiego, ze
|AE| :3-|AD|. Punkt M lezy na podstawie AB oraz |MB| :4-|AM | Odcinek ME przecina
przekatng BD w punkcie P (zobacz rysunek).

Udowodnij, ze |BP|=6-|PD|.
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Wymagania ogolne

V. Rozumowanie i argumentacja.
Zdajgcy tworzy lancuch argumentow i uzasadnia jego poprawnosc.

Wymagania szczegolowe

7.3. Zdajgcy rozpoznaje trojkqty podobne i wykorzystuje (takze w kontekstach praktycznych)
cechy podobienstwa trojkgtow.

Rozwiazanie

Niech N oznacza punkt przecigcia odcinka EM z prosta DC.

E

Tréjkat AME jest podobny do trojkata DNE (katy MAE 1 NDE sa rowne oraz katy AME 1 DNE
sg rowne, gdyz proste 4B 1 DC s rdwnolegle). Stad

|aM| _|DN|

|4E| |DE

3

ale |AE|=3-|AD

, wiec |DN|=%-|AM|.

Tréjkat MBP jest podobny do trojkata NDP (katy MBP i NDP s3 rowne oraz katy BMP
1 DNP, gdyz proste AB 1 DC sa rdwnolegte). Stad

|BP| _|DP|

|BM| |DN

3

4-|AM|-|DP|_4-|AM|'
|DN| E|AM|
3

ale |BM|=4-|AM

, wige |BP|= |DP|=6-|DP|.

To konczy dowod.
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Zadanie 20. (0—4)

Okrag jest styczny do osi Ox w punkcie 4=(2,0). Punkt B=(-1,9) lezy na tym okregu.

Wyznacz réwnanie tego okregu.

Wymagania ogolne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.
Zdajgcy tworzy strategie rozwigzania problemu.

Wymagania szczegolowe
8.5.R Zdajgcy postuguje si¢ rownaniem okregu (x—a)2 +(y—b)2 =7’ oraz opisuje kola za

pomocg nierOwnosci.

Rozwiazanie

Niech S = (a,b) bedzie srodkiem szukanego okregu. Poniewaz okrag ten jest styczny do osi
Ox w punkcie 4 = (2,0) , wigc S = (Z,b). Z definicji okregu wynika, ze |AS| = |BS
(2-2) +(b—0) =(2+1) +(b-9)".

, czyli

Stad
b*=9+b>-18h+81,
b=5.

Zatem S =(2,5), a réwnanie okr¢gu ma posta¢ (x —2)2 +(y —5)2 =25.

Zadanie 21. (0-5)

Okrag o $rodku S =(3,2) lezy wewnatrz okrggu o rownaniu (x—6)2 +(y- 8)2 =100 i jest do

niego styczny. Wyznacz réwnanie prostej stycznej do obu tych okregdw.

Wymagania ogolne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.
Zdajgcy tworzy strategie rozwigzania problemu.

Wymagania szczegélowe
8.5.R Zdajgcy postuguje sie rownaniem okregu (x—ot)2 +(y—b)2 =1’ oraz opisuje kola za

pomocq nierdwnosci.
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Rozwigzanie
Srodkiem okregu o réwnaniu (36—6)2 +( y—8)2 =100 jest punkt S, = (6,8), a promien tego
okregu jest rowny 10. Srodki S i S; okregdw leza na prostej o rownaniu y =2x—4 .
Szukana styczna jest prostopadia do tej prostej, wigc ma réwnanie postaci y = —%x +b.
Odlegtos¢ srodka S, = (6,8) od stycznej jest rowna 10, zatem
‘; -6+8— b‘
=10,

2
[lj +1°
2
|11—b|:10-\ﬁ,
4

115 =5V5.

Stad 11-b =55 lub 11-b=-55, czyli b=11-55 lub b =11+5+/5 . Otrzymujemy wigc

dwie proste o rownaniach y=—%x+11—5\/§ oraz y:—%x+11+5\/§.

Odlegtos¢ srodka S od prostej o rownaniu y = —%x +11-545 jest rowna
‘;3+2+11—5\/§‘
2 —l
(lj +17
2

Poniewaz ?\/g —10<10, wigc ta prosta jest szukang styczng.

25—96—10.

Zadanie 22. (0-1)

Rownanie sin® x = sinx w przedziale <0, 7z>

A. ma doktadnie 1 rozwigzanie.
B. ma dokltadnie 2 rozwigzania.
C. ma doktadnie 3 rozwigzania.
D. nie ma rozwigzan.

Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
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Zdajgcy rozumie i interpretuje pojecia matematyczne oraz operuje obiektami matematycznymi.

Wymagania szczegolowe

6.6.R Zdajqcy rozwiqzuje rownania i nierownosci trygonometryczne typu sin 2x = % ,

» : |
sinx+cosx=1, sinx+cosx =1, c052x<5.

Rozwigzanie

Przeksztalcamy rownanie sin®x =sinx do postaci sinx- (sinx - 1) =0, zatem sinx=0 lub

sinx=1. Rozwigzaniami rownania sinx=0 w przedziale <0, 7z> jest x=0 oraz x=r,
L , . . V1 . L, . :

a rozwigzaniem rownania sinx =1 jest x=2 Stad roéwnanie sin’x =sinx w przedziale

<O, 7r> ma doktadnie 3 rozwigzania.

Zdajacy powinien zaznaczy¢ odpowiedz C.

Zadanie 23. (0—4)

Rozwigz rownanie sinSx—cos2x+sinx=0.

Wymagania ogolne
1V. Uzycie i tworzenie strategii.

Zdajgcy tworzy strategie rozwigzania problemu.

Wymagania szczegolowe

6.5.R Zdajqcy stosuje wzory na sinus i cosinus sumy i roznicy kqtow, sume i roznice Sinusow
i cosinusow kqtow.

6.6.R Zdajgcy rozwiqzuje rownania i nieréownosci trygonometryczne typu sin2x = >
L, : |
sinx+cosx=1, sinx+cosx=1, cos2x <E.

Rozwiazanie

Przeksztalcamy rownanie, korzystajac ze wzoru na sume sinusow: 2sin3xcos2x—cos2x =0.

Stad cos2x-(2sin3x—1)=0. Zatem cos2x=0 lub 2sin3x—-1=0.
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Rozwigzaniami rownania sinSx—cos2x+sinx=0 sg liczby: x = %+ l%[ , gdzie k jest liczba

catkowita, lub x = %+2"T” gdzie k jest liczba catkowita, lub x = %+2]€Tﬁ gdzie k jest

liczba catkowity.
Zadanie 24. (0-3)

Wykaz, ze dla kazdego kata & prawdziwa jest rownos$¢: 4(sin6 a+cos’ a) =1+3cos’ 2cr.

Wymagania ogolne

V. Rozumowanie i argumentacja.

Zdajgcy tworzy tancuch argumentow i uzasadnia jego poprawnosc.
Wymagania szczegolowe

2.1.R Zdajgcy uzywa wzorow skroconego mnozenia na (a + b)3 oraz a’ +b’.

6.4. Zdajgcy stosuje proste zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi:

. sin o .
sina +cos’a =1, tga = oraz sin(90°—a ) =cosa.

cosS o

Rozwigzanie

Korzystajac z tozsamosci
a6+b6:(a2+b2)(a4—a2b2+b4):(a2+b2)-((a2+b2)2—3a2b2),
przeksztalcamy wyrazenie 4(sin6 a+cos’ a) 1 otrzymujemy:
. 6 6 ) 2 .2 2 \? ) 2
4(s1n a +cos a):4(sm a +cos a)((sm a +cos a) —3sin” @ cos a):
:4(1—3sin2acos2a).

Przeksztalcamy teraz prawg strong rownosci, korzystajac ze wzoru na cosinus kata
podwojonego.

14+3cos’ 2a :1+3(c0s2 a —sin? a)2 :1+3((cos2 a +sin? a)z —4sin’ a cos’ a) =
:1+3(1—4sin2 a cos> a) =4-12sin’ acos’* a :4(1—3sin2 a cos’ a).

To konczy dowod.

Zadanie 25. (0-2)

e, . 1
Rozwigz nierowno$¢ cosS5x > 5 dla -z <x<r.
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Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.
Zdajgcy rozumie i interpretuje pojecia matematyczne oraz operuje obiektami matematycznymi.

Wymagania szczegélowe
6.4.R Zdajgcy postuguje si¢ wykresami funkcji trygonometrycznych (np. gdy rozwiqzuje
nieréwnosci typu Sinx >a, cosx<a, tgx>a).

Rozwigzanie
. . . 1
Rozwigzujemy nierownos¢ cosS5x > 5
Zatem —% + 2k <5x < §+ 2k, gdzie k jest liczbg catkowita, czyli
o 2krm . 2kr

—+ < x<-—+—"—"—, gdzie k jest liczba catkowita.
15 5 “Ty5 s o 8EH * *

Rozwigzaniami tej nierownosci dla —7z < x < 7 s3:

—13—7[<x<—11—7[ lub —7—7[<x<—5—ﬁ lub —£<x<£ lub 5—ﬂ<x<7—7[ lub
15 15 15 15 15 15 15

11z 137

—<x< =,

15 15

Zadanie 26. (0-3)

Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny. Kat o jest katem miedzy dwiema sgsiednimi
Scianami bocznymi. Kat B jest katem przy podstawie $ciany bocznej (tzn. katem miedzy

krawedzig podstawy 1 krawedzig boczng ostrostupa) — zobacz rysunek.
Wykaz, ze cosa -tg’ff=—1.
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Wymaganie ogodlne

V. Rozumowanie i argumentacja.
Zdajgcy tworzy lancuch argumentow i uzasadnia jego poprawnosc.

Wymagania szczegolowe

9.4. Zdajgcy rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach kqty miedzy scianami.

9.1. Zdajgcy rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach kqty miedzy odcinkami
(np. krawedziami, krawedziami i przekgtnymi, itp.), oblicza miary tych kqtow.

9.6. Zdajgcy stosuje trygonometri¢ do obliczen diugosci odcinkow, miar kgtow, pol
powierzchni i objetosci.

Rozwiazanie

Oznaczmy, tak jak na ponizszym rysunku: a — dlugos¢ krawedzi podstawy, 7 — wysoko$¢
Sciany bocznej poprowadzona z wierzchotka podstawy, ¢ — dlugo$¢ odcinka taczacego
wierzchotek podstawy ze spodkiem wysokosci 4.

Na podstawie twierdzenia cosinusOw mamy:
2 2 2
(aﬁ) =h"+h"=2h-h-cosa.
Stad
h* —a’

hZ

Cosa =

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa mamy
c=a’-h’.
Ponadto
2

tgf = h , a stad wynika, ze tg’f = h—2 .
c c
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Obliczamy zatem

P_d K —(az—hz) &
cosa-tg’B= A ——1.

To konczy dowod.
Zadanie 27. (0—4)

W ostrostupie prawidlowym trojkatnym krawedz podstawy ma dlugo$¢ a. Plaszczyzna
przechodzaca przez krawedz podstawy 1 srodek wysokos$ci tego ostrostupa jest nachylona do
ptaszczyzny podstawy pod katem . Wyznacz obje¢to$¢ i pole powierzchni bocznej tego
ostrostupa.

Wymaganie ogolne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.
Zdajgcy tworzy strategie rozwiqgzania problemu.

Wymagania szczegolowe

9.2.R Zdajgcy okresla, jakq figurq jest dany przekroj graniastostupa lub ostrostupa
plaszczyzng.

9.6. Zdajgcy stosuje trygonometri¢ do obliczen dtugosci odcinkow, miar kqgtow, pol
powierzchni i objetosci.

10.7.G Zdajqcy stosuje twierdzenie Pitagorasa.

Rozwigzanie

Wprowadzamy oznaczenia takie jak na rysunku.

w

W tréjkacie rownobocznym 4BC mamy:
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|4B|=a, ‘/— =%|CM|=$.
Stad
|OS|=|OM|-tga,czyli |OW|=2~|OS| 2. i tg =¥~tga.
Zatem
2 3
Nastepnie
2 _3(1 3a° az a’ 2 _a2 2

M| :%\/1+4tg2a =%\/1+4th0{
2
B, =3%-a-a\6/§ -\/1+4tg2a :#w/l+4tg2a .

1 stad otrzymujemy

Zadanie 28. (0-4)

Dany jest szescian ABCDEFGH (zobacz rysunek) o krawedzi réwnej 1. Punkt S jest
srodkiem krawedzi DH . Odcinek DW jest wysoko$cig ostrostupa ACSD opuszczong
z wierzchotka D na $ciang ACS . Oblicz dtugo$ci odcinkéw AW, CW i SW.

H G

Wymaganie ogélne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.
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Zdajgcy tworzy strategie rozwigzania problemu.

Wymagania szczegolowe

9.2. Zdajgcy okresla, jakq figurqg jest dany przekroj graniastostupa lub ostrostupa plaszczyzng.

10.7.G Zdajgcy stosuje twierdzenie Pitagorasa.

Rozwiazanie

Laczymy punkty 4 i S, 4 i C oraz C i S (zobacz rysunek). Niech T' oznacza punkt
przecigcia przekatnych AC i BD podstawy tego szeScianu.

1
1
1
1
E 1 F
|
|
S k.
’
P AN
’ \ AN
L RS
\ ~
/I o AN
’ \ ~
’ ! \'W AN
’ 1 A ~
’ TN Sa
’ | \ S
’ \ ~a
/ (NN N
’ \ ~
J D=—-=-+—--———d————— =3 C
’ RN \ -7
/ \\ \ -
~ -
/I \\\w" -
’ ___—‘ S o
’ - o
’ - ~o
o - SO

Punkt S lezy na krawedzi DH , wigc AS=CS, a zatem trojkat ACS, stanowigcy podstawe

ostrostupa ACSD, jest trojkgtem rownoramiennym. Wynika stad, ze odcinek ST jest

wysokos$cig tego trojkata. Diugo$¢ odcinka ST  obliczamy stosujac twierdzenie Pitagorasa do
trojkata prostokatnego 75D :

2 2
3
ISTf =[SDf +|D1] = (lj 2 ey 5713
2 2 2
Zauwazamy, ze odcinek DW jest wysokoscig trojkata prostokatnego 7DS poprowadzong do

przeciwprostokatnej 7S . Dlugos¢ odcinka DW obliczymy zapisujac na dwa sposoby pole
trojkata TDS :

5

Lisp|.jp|= L |s7|-|]pW
2 2
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L2

2 2
V3
2

ﬂ&

[pw]=

Stad i z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do trojkgta prostokatnego SWD wynika, ze:

=316 -2

Teraz zauwazamy, ze wysokos¢ ST trojkata rownoramiennego ACS jest zawarta w osi
symetrii tego trojkata. Wynika stad, ze AW =CW . Dlugo$¢ odcinka AW obliczamy stosujac
twierdzenie Pitagorasa do trojkata prostokatnego ATW , w ktéorym

B G

|\TW| =|ST|~|SW|=-"=-—=
2 6 3
Otrzymujemy zatem
2 2
AW =|AT[ +[Tw] =(£] {ﬁ] -2,
2 3 6
skad
|AW|=|CW|=@

~—
V30

6 2

V3
? .

Podsumowujac, szukane odcinki majg dtugosci: |A W| = |C W| = S W| =
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Zadanie 29. (0-6)

Kwadrat ABCD o boku dlugosci 1 jest podstawg ostrostupa ABCDS. Odcinek HS jest
wysokoscig ostrostupa, przy czym punkt H dzieli przekatng AC podstawy w stosunku 2 : 1

(zobacz rysunek). Krawedzie boczne BS i DS maja dlugosé rowng 1. Oblicz objetos$¢ tego
ostrostupa oraz dtugosci krawedzi 4S i CS'.

Wymaganie ogélne
1V. Uzycie i tworzenie strategii.

Zdajqgcy tworzy strategie rozwiqgzania problemu.
Wymagania szczegélowe

10.7.G Zdajgcy stosuje twierdzenie Pitagorasa.

Rozwigzanie

Niech 7' oznacza punkt przeciecia przekatnych AC i BD podstawy ostrostupa
(zobacz rysunek).
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NB SRR

Poniewaz |AC| \/_ wigc |CH| —oraz |HT| 2 3 & Trojkat BSD  jest

rOwnoramiennym trojkatem prostokqtnym, dlatego ze jego ramiona majg dhugosci

V2

|BS|=|DS|=1, a podstawa |BD|=\/§. Stad wynika, ze |ST |=7 Obliczamy zatem

wysoko$¢ HS tego ostrostupa, stosujgc twierdzenie Pitagorasa do trojkata SHT :

|HS|2 :|ST| |HT| ———%:5 skad wynika, ze |HS|

Objetos¢ V' tego ostrostupa jest zatem réwna:

yolg.2.2
39

1
3
Pozostaje obliczy¢ jeszcze dtugosci krawedzi bocznych AS i CS . Z twierdzenia Pitagorasa
zastosowanego dwukrotnie, najpierw do trojkata AHS , otrzymujemy

2 2
|AS[" =|4H[ +|HS| = [&] +(§j - ;‘ ¢c |4S|= 2*/—

3

natomiast do trojkata CHS

2 2
CS|"=|CH| +|HS| =| — | +|=| ==, skad |CS|=—
—on +fasf - 2| (2] -3

Uwaga
Rozwazany ostrostup nie jest prawidtowy, a wszystkie $ciany boczne tego ostrostupa sa
trojkatami rOwnoramiennymi.

Zadanie 30. (0—4)
Dany jest szeScian ABCDEFGH (zobacz rysunek), ktorego krawedz ma dlugos¢ 15. Punkty

QO 1 R dzielg krawedzie HG i FG w stosunku 2:1, to znaczy |HQ|=|FR|=10.

Plaszczyzna AQR przecina krawegdzie DH i BF odpowiednio w punktach P i S . Oblicz
dhugos$ci odcinkéw DP i BS .
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Wymaganie ogolne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.
Zdajgcy tworzy strategie rozwiqgzania problemu.

Wymagania szczegolowe

9.2.R Zdajgcy okresla, jakq figurq jest dany przekroj graniastostupa lub ostrostupa
plaszczyzng.

9.1. Zdajgcy rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach kqty miedzy odcinkami
(np. krawedziami, krawedziami i przekgtnymi itp.), oblicza miary tych kqtow.

7.4.R Zdajqcy rozpoznaje figury podobne i jednokiadne; wykorzystuje (takze w kontekstach
praktycznych) ich wlasnosci.
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Rozwigzanie (I sposob)

Rozwazamy kwadrat EFGH . Niech T oznacza punkt przecigcia przedtuzen odcinkéw QR

i EF (zobacz rysunek).

H 0 5 G

10

E F 10 T
Trojkaty prostokatne RFT 1 RGQ sa podobne na mocy cechy kkk. Stad wynika, ze |F T | =10.

Teraz rozwazamy kwadrat ABFE (zobacz rysunek).

E F 10 T
X
S
15-x

A 15 B

Trojkaty prostokatne ABS i TFS sa podobne na mocy cechy kkk. Mozemy wigc zapisaé
roéwnanie

|SF | |BS | x 15-x

1T—r=1—7,azatem — = :

|FT| |4B 10 15

Rozwigzujemy to rownanie

15x=150-10x, x=6.

Zatem dlugo$¢ szukanego odcinka BS jest rowna 9. Poniewaz punkty B i D lezg

symetrycznie wzglgdem plaszczyzny ACGE , wigc |DP| = |BS | =9.
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Rozwigzanie (II sposob)
Rysujemy przekatne AC, BD, EG oraz tgczymy punkty P i S . Oznaczmy kolejno:
W — $rodek odcinka PS, W, — punkt przecigcia przekatnych AC i BD, T — $rodek odcinka

QR (zobacz rysunek). Niech ponadto 7, bedzie takim punktem przekatnej AC,
ze GT =CT,.

Zauwazamy, ze DP=BS co wynika, z symetrii wzgledem plaszczyzny ACGE . Zatem
czworokagt BSPD jest prostokgtem. Stad wynika, ze prosta przechodzgca przez srodki bokdéw
tego prostokata — punkty W i W, — jest prostopadta do ptaszczyzny ABCD . Ponadto, prosta
przechodzaca przez punkty 7 i 7, jest takze prostopadia do tej ptaszczyzny. Zauwazamy, ze
punkty: A, W, W,, T i T, leza w jednej plaszczyznie — jest nig ptaszczyzna ACGE . Na
mocy cechy kkk, trojkaty prostokatne AW W 1 AT,T sa podobne, wigc mozemy zapisac
rownos¢

7| _ ]

1) |AW‘ , skad wynika, ze [WW)| =
1 1

15v2
11= >

7] Jaw|
47]

e 5\/— 252

=———">, WigC
5 €

Poniewaz |TT}| =15,

oraz |AT;| =15

15v2

157

WW|=—2
Pl 25\/5

2
Oczywiscie |DP| = |BS|=|WW;|=9
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Zadanie 31. (0-3)

Oblicz, ile jest wszystkich liczb siedmiocyfrowych, w zapisie ktorych nie wystepuje zero 1 na
doktadnie dwoch miejscach stoja cyfry parzyste.

Wymagania ogolne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.
Zdajgcy tworzy strategie rozwigzania problemu.

Wymagania szczegolowe

10.1.R Zdajgcy wykorzystuje wzory na liczhe permutacji, kombinacji, wariacji
z powtorzeniami do zliczania obiektow w bardziej ztozonych sytuacjach kombinatorycznych.

Rozwiazanie

Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech krokow. W kroku pierwszym obliczamy, na ile
sposobow mozna wybra¢ dwa miejsca (sposrod siedmiu), na ktorych stoja cyfry parzyste. Ten
krok mozemy wykona¢ czterema sposobami.

e Mozemy skorzysta¢ ze wzoru na liczbe dwuelementowych kombinacji ze zbioru

7
siedmioelementowego; wyraza si¢ ona wspotczynnikiem dwumianowym (2j Ten

wspotczynnik mozemy odczytaé z trojkata Pascala lub obliczy¢ ze wzoru
m m!
n) nl(m-n)

7 | | .7.51 .
T 7678 6T o o
2) 21(7-2)! 2150 2151 2

Mamy zatem

e Mozemy po prostu wszystkie te sposoby wyboru dwoch miejsc wypisa¢ (kotko biate
oznacza miejsce dla cyfry nieparzystej, kotko czarne — dla parzystej):
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17 O O O e o e ©
18 O o O e o O e
19 O o o O e e O
20 O o o O e O e
21: O O O O O e e

e Mozemy takze te mozliwosci zlicza¢: jesli pierwsza (liczac od lewej strony) cyfra
parzysta stoi na pierwszym miejscu, to drugg mozemy ustawi¢ na jednym z szesciu
miejsc (od drugiego do siodmego); jesli pierwsza (od lewej strony) cyfra parzysta stoi
na drugim miejscu, to drugg mozemy ustawi¢ na jednym z pi¢ciu miejsc i tak dalej.
Wreszcie, jesli pierwsza cyfra parzysta stoi na szostym miejscu, to druga moze stac
tylko na miejscu sio6dmym. Lacznie mamy wiec

6+5+4+3+2+1=21
sposobow wyboru dwoch miejsc dla cyfr parzystych.

e Mozemy wreszcie rozumowaé nastgpujaco: jednag cyfre parzysta mozemy ustawi¢ na
jednym z 7 miejsc, druga na jednym z szesciu miejsc. W ten sposob kazde ustawienie
policzyliSmy dwukrotnie, np. ustawienie
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mozemy otrzymaé wybierajac najpierw miejsce trzecie, a potem miejsce piagte lub
wybierajac najpierw miejsce piate, a potem miejsce trzecie. Zatem liczba sposobow
wyboru tych dwdch miejsc jest rowna

7;6:7-3:21.
2

W kroku drugim obliczamy, na ile sposobow mozemy na miejscach wybranych dla cyfr
parzystych i nieparzystych napisa¢ te cyfry. Skorzystamy dwukrotnie z reguty mnozenia.
Najpierw na wybranych dwéch miejscach ustawiamy cyfry parzyste. Poniewaz w zapisie
liczby nie wystepuje zero, wiec na kazdym miejscu mamy do wyboru cztery cyfry: 2, 4, 6, 8.
Mamy zatem 4° =16 sposobOw zapisania cyfr parzystych na wybranych miejscach. Wreszcie
na kazdym z pozostalych pigciu miejsc zapisujemy jedng z pigciu cyfr nieparzystych: 1, 3, 5,
7, 9. Mamy zatem 5°=3125 sposobow zapisania cyfr nieparzystych na pozostalych
miejscach.

W kroku trzecim obliczamy, ile jest liczb siedmiocyfrowych spetniajacych warunki opisane
w zadaniu. Korzystamy jeszcze raz z reguty mnozenia i otrzymujemy

21-4*.5° =21-16-3125=1 050 000

liczb.

Zadanie 32. (0-4)

Oblicz sume¢ wszystkich liczb trzycyfrowych zapisanych wytacznie za pomoca cyfr 1, 2 1 3,
wiedzac, ze cyfry mogg si¢ powtarzac.

Wymagania ogolne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.

Zdajgcy tworzy strategie rozwigzania problemu.
Wymagania szczegolowe

10.1.R Zdajgcy wykorzystuje wzory na liczhe permutacji, kombinacji, wariacji
z powtorzeniami do zliczania obiektow w bardziej ztozonych sytuacjach kombinatorycznych.

Rozwiazanie

Zauwazmy najpierw, ze istnieje tylko 27 liczb trzycyfrowych, ktorych cyfry sa wybrane
sposrdd cyfr 1, 2 1 3. Pierwsza cyfr¢ mozemy bowiem wybra¢ na 3 sposoby, drugg takze na
trzy sposoby (cyfry moga si¢ powtarzac) i trzecig tez na trzy sposoby. Najprostszy sposob
rozwigzania zadania polega zatem na wypisaniu i dodaniu (np. na kalkulatorze) tych liczb.
Oto one:

M1+ 112+ 113+ 121+ 122+ 123 + 131+ 132+ 133 =1098,
211 +212+ 213 +221 +222 +223 + 231 + 232 + 233 = 1998,
311 +312+313+321 +322+323 +331 +332 + 333 =2898.
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Suma wszystkich liczb jest rowna
1098 + 1998 + 2898 = 5994 .

Liczby te mozna tatwo doda¢ bez uzywania kalkulatora. Zauwazmy, ze sumy liczb w trzech
wierszach sg rowne:

9-100+ (11 +12+13+21 +22+23+31+32+33)=900+ 198 =1098,
9-200+ (11 +12+13+21+22+23+31+32+33)=1800+198=1998,
9-300+ (11 +12+ 13 +21 +22+23+31+32+33)=2700+ 198 =2898.

Dodawanie

11+12+13+21+22+23+31+32+33=198

moze by¢ wykonane w pamigci; pozostate dodawania mozna tatwo wykonaé tez w pamigci
lub pisemnie. Najwazniejsze bylo zauwazenie, ze we wszystkich dodawaniach wystgpowata
ta sama suma liczb dwucyfrowych i1 zmienialy si¢ tylko sumy setek. Ta obserwacja bedzie
podstawg dla drugiego sposobu rozwigzania.

Obliczajac sume wszystkich 27 liczb, kazda z tych liczb zapiszemy w postaci
a-100+b-10+c

i bedziemy oddzielnie dodawa¢ wielokrotnosci 100, oddzielnie wielokrotnosci 10 i wreszcie
oddzielnie cyfry jednosci. Policzmy, w ilu liczbach jedynka wystepuje na pierwszym miejscu
(tzn. jako cyfra setek). Otdéz na drugim miejscu mozemy postawi¢ jedng z trzech cyfr i na
trzecim tez jedna z trzech cyfr. Zatem jedynka jest na pierwszym miejscu w dziewigciu
liczbach. W sumie wszystkich dwudziestu siedmiu liczb dziewig¢ razy wystapi sktadnik 100.
Podobnie 9 razy wystapi sktadnik 200 i 9 razy wystapi sktadnik 300. Zatem sktadniki postaci
a-100 dadzg sume

9-100+9-200+9-300=9-100-(1 +2+3)=9-100-6 = 5400.

Tak samo pokazujemy, ze kazda cyfra wystagpi 9 razy na drugim miejscu (tzn. jako cyfra
dziesiatek). Zatem sktadniki postaci b-10 dadzg sume

9:10+9:20+9-30=9:-10-(1+2+3)=9-10-6 = 540.

Wreszcie tak samo pokazujemy, ze kazda cyfra wystapi 9 razy jako cyfra jednosci. Suma cyfr
jednosci jest zatem rowna

9-1+9:2+9.3=9.(1+2+3)=9.6=54.
Suma wszystkich liczb wynosi zatem

5400 + 540 + 54 = 5994 .
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Zadanie 33. (0-7)

Oblicz, ile jest wszystkich liczb osmiocyfrowych, ktorych iloczyn cyfr jest rowny 24.

Wymagania ogolne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.
Zdajgcy tworzy strategieg rozwiqgzania problemu.

Wymagania szczegolowe

10.1.R Zdajgcy wykorzystuje wzory na liczbe permutacji, kombinacji, wariacji z powtorzeniami do
zliczania obiektow w bardziej ztozonych sytuacjach kombinatorycznych.

Rozwigzanie
Rozktadamy liczbe 24 na czynniki pierwsze 24=3-2-2-2.
Mamy wigc pi¢¢, parami wykluczajacych si¢ mozliwosci, w ktorych iloczyn cyfr liczby
osmiocyfrowej jest rowny 24:
1. Wsrdd cyfr tej liczby sa trzy dwojki, jedna trojka i cztery jedynki (24=3-2-2-2-1-1-1-1).
Liczbe takich liczb mozna obliczy¢ na przyktad tak:
7
o 8-[3) =280 — wybieramy jedno miejsce z o$miu dla trojki a nastgpnie trzy

miejsca z pozostatych siedmiu dla dwojki
albo tak:

8
o [4] -4 =280 — wybieramy cztery miejsca dla cyfr roznych od jedynki, a nastepnie

sposrod nich wybieramy miejsce dla trojki,
albo tak:

]
o 34l '84' =280 — ustawiamy na wszystkie mozliwe sposoby cyfry liczby 32221111.

2. Wsrdd cyfr tej liczby sa trojka, czworka, dwojka i pie¢ jedynek (24=3-4-2-1-1-1-1-1).
Liczbe takich liczb mozna obliczy¢ na przyktad tak:

e 8:7-6=336 — wybieramy miejsca dla cyfr: trzy, cztery, dwa
albo tak:

o (3}-3!:336 — wybieramy trzy miejsca dla cyfr: trzy, cztery, dwa, nastgpnie
przestawiamy te cyfry miedzy soba,
albo tak:

!
. % =336 — ustawiamy na wszystkie mozliwe sposoby cyfry liczby 32411111.
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3. Wsrdd cyfr tej liczby sg trojka, 6semka i sze$¢ jedynek (24=3-8-1-1-1-1-1-1).
Liczbe takich liczb mozna obliczy¢ na przyktad tak:
o 8-7=56 — wybieramy miejsce dla trojki i z pozostatych dla 6semki
albo tak:

. (2}2:56 — wybieramy dwa miejsca z o$miu dla trojki i 6semki, nastgpnie

wybieramy miejsce dla kazdej z nich,

albo tak:
!
. %: 56 — ustawiamy na wszystkie mozliwe sposoby cyfry liczby 38111111.

4. Wsrdd cyfr tej liczby sg szostka, czworka i sze$¢ jedynek (24=6-4-1-1-1-1-1-1).
Liczbe takich liczb mozna obliczy¢ na przyktad tak:
o 8-7=56 — wybieramy miejsce dla szostki i czworki
albo tak:

8
. (2)2:56 — wybieramy dwa miejsca z oSmiu dla szostki 1 czworki, nastgpnie

wybieramy miejsce dla kazdej z nich,

albo tak:
!
. % =56 — ustawiamy na wszystkie mozliwe sposoby cyfry liczby 64111111.

5. Wisrdd cyfr tej liczby sa dwie dwojki, jedna szostka i pig¢ jedynek(24=6-2-2-1-1-1-1-1).
Liczbe takich liczb mozna obliczy¢ na przyktad tak:

e 8- sz =168 — wybieramy miejsce dla szostki, nastgpnie dwa miejsca z siedmiu dla
dwojek
albo tak:

o [3} -3=168 — wybieramy trzy miejsca z o$miu dla széstki i dwoch dwojek,

nastepnie sposrod nich wybieramy miejsce dla szostki,
albo tak:

!
° —2?'5' =168 — ustawiamy na wszystkie mozliwe sposoby cyfry liczby 62211111.

Zatem wszystkich liczb o§miocyfrowych, ktérych iloczyn cyfr jest réwny 24, jest

280+336+56+56+168 =896.
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Zadanie 34. (0-6)

Oblicz, ile jest wszystkich liczb stucyfrowych o sumie cyfr rownej 5, w zapisie ktorych
wystepuja tylko cyfry 0, 1, 3, 5.

Wymagania ogolne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.
Zdajgcy tworzy strategie rozwigzania problemu.

Wymagania szczegolowe

10.1.R Zdajgcy wykorzystuje wzory na liczhe permutacji, kombinacji, wariacji
z powtorzeniami do zliczania obiektow w bardziej ztozonych sytuacjach kombinatorycznych.

Rozwiazanie

Wszystkie liczby stucyfrowe o sumie cyfr rownej 5, w zapisie ktorych wystepuja tylko cyfry
0, 1, 3, 5 mozemy podzieli¢ na 4 grupy w zaleznos$ci od tego, jaka cyfra stoi na pierwszym
miejscu liczby:

1. Liczba 5000...000,w ktorej po cyfrze Snastepuje 99 zer. Jest jedna taka liczba.

2. Liczby postaci 3000...1...000...1...000, w ktérych po cyfrze 3wystepuje 97 cyfr 0i dwie
cyfry 1, stojagce na dwoch miejscach wybranych z 99 mozliwych miejsc. Jest

99\ 99.98
( 5 J - T =99.49 =4851 takich liczb.

wystepuje 97 cyfr 0 oraz cyfry 1 i 3(w dowolnej kolejnosci), stojace na dwodch
miejscach wybranych z 99 mozliwych miejsc. Jest 99-98 =9702 takich liczb.

4. Liczby postaci 1000...1...000...1...000...1...000...1...000, w ktorych po cyfrze 1 wystepuje
95 cyfr 0i cztery cyfry 1, stojace na czterech miejscach wybranych z 99 mozliwych

99) 99-98-97-96
miejsc. Jest ( 4 j = o =33-49.97-24=3764 376 takich liczb.

Zatem wszystkich liczb stucyfrowych o sumie cyfr rownej 5, w zapisie ktorych wystepuja
tylko cyfry 0, 1, 3, 5, jest

1+4851+9702+3764376=3778930.
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Zadanie 35. (0-3)

Doswiadczenie losowe polega na tym, ze losujemy jednoczes$nie dwie liczby ze zbioru

{1,2,3,...,12,13} . Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe, ze wsrdd wylosowanych liczb

bedzie liczba 8, pod warunkiem, ze suma wylosowanych liczb bedzie nieparzysta.

Wymagania ogolne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.
Zdajqgcy tworzy strategie rozwigzania problemu.

Wymagania szczegolowe

10.2.R Zdajgcy oblicza prawdopodobienstwo warunkowe.

Rozwiazanie

Zdarzeniami  elementarnymi  sg = wszystkie = dwuelementowe  podzbiory

nieuporzadkowane, kombinacje) zbioru {1,2,3,...,12,13} . Jest to model klasyczny.

Wprowadzamy oznaczenia:

A — wsrod wylosowanych liczb bedzie liczba 8,
B — suma wylosowanych liczb bedzie nieparzysta.
P(AnB) _|AnB

Mamy obliczy¢ P(A|B)=
P(B) |B|

Zdarzeniu B sprzyjaja kombinacje ztozone z jednej liczby nieparzystej i jednej parzystej,

|B|=7-6=42,
Zdarzeniu 4N B sprzyjaja kombinacje ztozone z liczby 8 1 jednej liczby nieparzyste;,
|[AnB|=1-7=7,
stad
7 1

P(A|B)=—=—.
(41 8) 42 6

(pary

Zatem prawdopodobienstwo, ze wsrod wylosowanych liczb bedzie liczba 8, pod warunkiem,

ze suma wylosowanych liczb bedzie nieparzysta, jest réwne %

Zadanie 36. (0-3)

Niech A4, Bbeda zdarzeniami losowymi zawartymi w Q. Wykaz, ze jezeli P(A4)=0,7

i P(B)=0,8,t0 P(4]|B)=0,625.

P(A | B) oznacza prawdopodobienstwo warunkowe.
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Wymagania ogolne
1V. Uzycie i tworzenie strategii.
Zdajgcy tworzy strategie rozwigzania problemu.

Wymagania szczegélowe

10.2.R Zdajgcy oblicza prawdopodobienstwo warunkowe.

Rozwiazanie

_P(4NB)

P(A|B) P(B)

Wykazemy najpierw, ze jezeli P(4)=0,7 i P(B)=0,8,t0 P(AnB)>0,5.

Wiemy, ze P(Aw B)=P(A)+ P(B)—P(ANB) oraz P(AUB)<I1.

Mamy wigc: 1> P(AU B)= P(A)+ P(B)—P(AnB),stad P(AnB)>P(A)+ P(B)-1,
czyli P(AnB)>0,5.

P(4NB)_ 0,5

Stad P(A|B) = >
ad P(4|B) P(B) 0.8

=0,625.

Zadanie 37. (0-4)

Wybieramy losowo jedng liczbg ze zbioru {1,2,3} i gdy otrzymamy liczbg 7, to rzucamy 71

razy symetryczng moneta. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej jednego orta.
Wynik przedstaw w postaci utamka zwyktego nieskracalnego.

Wymagania ogolne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.
Zdajgcy tworzy strategie rozwigzania problemu.

Wymagania szczegolowe

10.3.R Zdajgcy korzysta z twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym.

Rozwiazanie

Wprowadzamy oznaczenia dla zdarzen:
B, —wylosujemy liczbe 1,

B, —wylosujemy liczbg 2,

B, —wylosujemy liczbe 3,

A — otrzymamy co najmniej jednego orla.
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Zdarzenia B,, B, 1 B; spelniaja zatozenia twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym,
poniewaz

1

Stosujac twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym do zdarzenia 4, otrzymujemy

P(A) = P(4| B))P(B,)+ P(A| B,)P(By) + P(4| B;)P(By).

Poniewaz P(A|Bl)=%, P(A|Bz)=%, P(A|B3)=%,Wiqc

P(A)=P(A|B))P(B))+ P(A|B,)P(By)+ P(A| By)P(By)=—-—+ %%

W | —

L

2
., . . . , 17

Zatem prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej jednego orta jest rOwne YR

Uwaga

Zdajacy moze rozwigza¢ zadanie za pomoca drzewa.

Zadanie 38. (0-2)

Niech 4, B beda zdarzeniami losowymi zawartymi w Q. Wykaz, ze jezeli
P(A mB) = P(A)P(B), to P(A NB' ) = P(A)P(B’ ) .

B' oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia B.

Wymagania ogolne

V. Rozumowanie i argumentacja.
Zdajgcy tworzy lancuch argumentow i uzasadnia jego poprawnosc.

Wymagania szczegolowe

10.3. Zdajgcy oblicza prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach, stosujqc klasyczng
definicje prawdopodobienstwa.

Rozwiazanie

P(ANB')=P(A)-P(AnB)=P(A4)-P(4)P(B)=P(A)(1-P(B))=P(4)P(B")
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6 . Informacja o egzaminie maturalnym z matematyki dla absolwentéw niestyszacych

6.1. EGZAMIN MATURALNY Z MATEMATYKI DLA ABSOLWENTOW NIESLYSZACYCH

Egzamin maturalny z matematyki dla absolwentéw niestyszacych sprawdza — podobnie jak
w przypadku arkusza standardowego — w jakim stopniu absolwent spelnia wymagania
z zakresu tego przedmiotu okreslone w podstawie programowej ksztalcenia ogdlnego dla IV
etapu edukacyjnego w zakresie rozszerzonym i podstawowym. W zadaniach zestawu
egzaminacyjnego moga tez by¢ sprawdzane wymagania z etapoOw wczesniejszych.

Ogolne informacje o egzaminie maturalnym z matematyki od roku szkolnego 2014/2015,
krotka charakterystyka arkusza egzaminacyjnego oraz najwazniejsze zasady dotyczace
oceniania wypowiedzi zdajacych, przedstawione w czedciach 1. — 3. Informatora, dotycza
rowniez arkuszy dla absolwentow niestyszacych. Jednak zgodnie z zapisami odpowiedniego
rozporzadzenia Ministra Edukacji Narodowej', absolwenci niepetnosprawni przystepuja do
egzaminu maturalnego w warunkach 1 formie dostosowanych do rodzaju ich
niepetnosprawnosci.

Dostosowania obejmuja:
e w odniesieniu do formy egzaminu maturalnego m.in.

— zmian¢ sposobu sformutowania niektérych zadan (zamiana stéw, zwrotow lub calych
zdan), jezeli moglyby one by¢ niezrozumiate lub blednie zrozumiane przez osoby
niestyszace (nie dotyczy to terminéw typowych dla danej dziedziny wiedzy),

— zmiang schematu punktowania niektorych zadan,

e w odniesieniu do warunkoéw przeprowadzania egzaminu maturalnego m.in.

— przedtuzenie czasu przewidzianego na przeprowadzenie egzaminu,

— mozliwos$¢ korzystania ze stownikoéw jezykowych.

Ponizej przedstawione zostaly przykladowe zadania ilustrujace dostosowania dla
absolwentow niestyszacych. Numeracja zadan odpowiada numeracji zadan w cz¢sci 4. 1 5.
Jezeli zadanie nie zostato przedstawione ponizej, oznacza to, ze wersja dla niestyszacych nie
rozni si¢ niczym od wersji przedstawionej w wyzej wymienionych czgsciach.

Szczegdtowa informacja na temat zakresu dostosowania warunkéw przeprowadzania
egzaminu maturalnego dla absolwentéw niestyszacych oglaszana jest w komunikacie
Dyrektora Centralnej Komisji Egzaminacyjnej w sierpniu poprzedzajacym rok szkolny,
w ktorym jest przeprowadzany egzamin maturalny, na stronie internetowej CKE.

"'Tj. § 7 ust. 1 rozporzadzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 17 listopada 2010 r. w sprawie warunkow
organizowania ksztalcenia, wychowania 1 opieki dla dzieci 1 mlodziezy niepelnosprawnych oraz
niedostosowanych spotecznie w przedszkolach, szkotach i oddzialach ogdlnodostgpnych lub integracyjnych
(Dz.U. Nr 228, poz. 1490, z p6zn. zm.).
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6.2. PODSTAWOWE ZASADY OCENIANIA ROZWIAZAN ZADAN OTWARTYCH

W zadaniach krotkiej odpowiedzi zdajacy otrzymuje 1 lub 2 punkty za rozwigzanie, ktdrego
nie doprowadzit do konca lub w ktdérym zrobit btedy; okreslony jest jednak minimalny postep,
ktére w tym rozwigzaniu musi by¢ osiagniety, by otrzymac 1 punkt, oraz co powinno by¢
w rozwigzaniu, by mozna byto je oceni¢ na 2 punkty.

W rozwigzaniach zadan rozszerzonej odpowiedzi zostaje wyrdzniona najwazniejsza faza,
nazywana pokonaniem zasadniczych trudnosci zadania. Przyjeto zasade, ze za pokonanie
zasadniczych trudnosci zadania przyznaje si¢ co najmniej potowe punktow, jakie zdajacy
otrzymalby za bezbledne rozwigzanie tego zadania. Tak wiec w zadaniu za 4 punkty, za
pokonanie zasadniczych trudnosci przyznajemy 2 lub 3 punkty (zaleznie od zadania).
W zadaniu za 5 punktéw za pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania na ogo6t przyznajemy
3 punkty. W zadaniach za 6 punktéw — na ogoét 3 lub 4 punkty. Wyr6znienie w rozwigzaniu
zadania rozszerzonej odpowiedzi fazy pokonania zasadniczych trudnosci zadania powoduje
nastepnie wyrdznienie kilku innych faz. Przed pokonaniem zasadniczych trudnos$ci zadania
wyrdzniamy jeszcze jedng lub dwie fazy je poprzedzajace: dokonanie niewielkiego postepu,
ktory jednak jest konieczny dla rozwigzania zadania oraz dokonanie istotnego postgpu
w rozwigzaniu zadania. Zdajacy, ktory pokonat zasadnicze trudno$ci zadania, mégt na tym
poprzesta¢ lub mogl kontynuowaé rozwigzanie. Wyrdézniamy wazng kategori¢ rozwigzan,
w ktorych zdajacy pokonat zasadnicze trudnosci zadania i kontynuowal rozwigzanie do
konca, jednak w rozwigzaniu zrobit btgdy niewptywajace na poprawno$¢ catego rozumowania
(na przyktad nieistotne dla calego rozumowania btedy rachunkowe lub niektére bledy
nieuwagi). Tak samo wyrézniamy kategorie pokonania zasadniczych trudno$ci z nieistotnymi
btedami. W kazdym przypadku okreslana jest liczba punktéw przyznawana za rozwigzania
w kazdej (lub niektérych) z powyzszych kategorii. Nalezy podkresli¢, ze schemat oceniania
rozwigzania zadania jest traktowany jako integralna cze$¢ zadania; na ogot ten schemat
oceniania uwzglednia wszystkie typowe sposoby rozwigzania i czasami réwniez niektore
nietypowe.

Zatem w zadaniu za 3 punkty:

1. rozwigzanie, w ktorym nie ma iStotnego POSLEPU .....eeveveervieeiieriieeieeieeeieeree e 0 pkt

2. rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep, ale nie zostaty pokonane zasadnicze
trUANOSCT ZAAANIA........eiieiiiiieeie ettt sbe e eeneeas .1 pkt

3. zostaty pokonane zasadnicze trudnosci zadania, ale zadanie nie zostato rozwigzane
DEZDIGANIEC ... e e s 2 pkt

4. zadanie zostalo rozwigzane bezbtgdnie . ..........ccceeeciiieiiiieiii e 3 pkt
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Natomiast w zadaniu za 4 punkty:

1.
2.

rozwigzanie, w ktorym nie ma istotnego POSIEPU .....cvveeevierieeiiieriieeieeriieereeieenne .0 pkt
zostal dokonany istotny postep w rozwigzaniu zadania, ale nie zostaly pokonane
zasadnicze trudnos$ci zadania lub zostaly pokonane zasadnicze trudnosci zadania,

lub w czasie pokonywania zasadniczych trudno$ci zadania zostaly zrobione btedy,

LR 1S) o« SRS 1 pkt
. zostaly pokonane zasadnicze trudno$ci zadania i zdajacy na tym skonczyt lub btednie

kontynuowal TOZWIZANIe . ........coouiiiiiiiieiiecie e s 2 pkt
. zostaly pokonane zasadnicze trudnos$ci zadania, zdajacy doprowadzit rozwigzanie

do konca, ale w rozwigzaniu sg btedy, usterki .........cccoeeieriiiiiiiniiiiiiieeeee 3 pkt

zadanie zostato rozwigzane bezblednie ............occoevieiiiiiiiniii e 4 pkt

Ponizej zamieszczone zostaty przykladowe sposoby przydziatu punktow za poszczegdlne fazy
rozwigzania zadan rozszerzonej odpowiedzi.

Najprostszy podziat punktow za rozwigzanie zadania za 5 punktow wyglada nastepujaco:

l.
2.

6.

rozwigzanie, w ktorym nie ma istotnego POSIEPU ....cccveerveeriieriiieniieeieeriie e o 0 pkt
zostat dokonany istotny postep w rozwigzaniu zadania, ale nie zostaly pokonane
zasadnicze trudnoS$ci Zadania ............ccceeeciieiiiiiiienie e . 1 pkt
zostaly pokonane zasadnicze trudno$ci zadania, ale w czasie ich pokonywania zostaty
ZEODIONE DICAY ..ovviiiiiiiiicie et e ens 2 pkt
zasadnicze trudnos$ci zadania zostaty pokonane bezbtednie i zdajacy na tym poprzestat
lub btednie kontynuowal rozwigzanie ............c.ccecvveeeiiieeiiieeieece e 3 pkt

zostaly pokonane zasadnicze trudno$ci zadania, zdajacy doprowadzit rozwigzanie do
konca, ale w rozwigzaniu zadania sg usterki (btgdy rachunkowe, zgubienie rozwigzan,
brak wyboru wlasciwych rozwigzan itp.) ......cooceevieiiiieiieiiieeee e, 4 pkt
zadanie zostato rozwigzane bezblednie ...........ccccoevieiiiiiiiiniii e 5 pkt

A oto inny przydziat punktéw w zadaniu za 5 punktow :

l.
2.

rozwigzanie, w ktorym nie ma istotnego POSIEPU .....ccveevviereeeiirerieeieenieeeveereeeenns .0 pkt
rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny do catkowitego
OV ANA . 0 122 T L L S 1 pkt

zostal dokonany istotny postep w rozwigzaniu zadania, ale nie zostaty pokonane
zasadnicze trudnos$ci zadania lub zostaly pokonane zasadnicze trudnosci zadania,
rozwigzanie zadania nie zostalo doprowadzone do konca, ale w czasie pokonywania

zasadniczych trudnos$ci zadania zostaty zrobione biedy, usterki .........c.ccoecveeennn . 2 pkt
zasadnicze trudnosci zadania zostaty pokonane bezbt¢dnie i zdajacy na tym poprzestat
lub blednie kontynuowal rozwigzanie .............ccceeeveevieeniieiiienieeieecee e .3 pkt

zostaly pokonane zasadnicze trudnos$ci zadania, zdajacy doprowadzit rozwigzanie do
konca, ale w rozwigzaniu sg usterki (btedy rachunkowe, zgubienie rozwigzan, brak
wyboru wlasciwych 10ZwigzZan 1fP.) ..c.eeeecveeeeiieeeiie e e 4 pkt
zadanie zostato rozwigzane bezbtednie ...........ccceeeiiiiiiiiii e, .5 pkt
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Przyktadowy sposob przydziatu punktow w zadaniu za 6 punktow:

l.
2.

rozwigzanie, w ktorym nie ma istotnego POSIEPU .....cvveeevierieeiiieriieeieeriieereeieenne .0 pkt
rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
catkowitego r0zwigzania Zadania ............cccceceeeevieriieerieenieeieeee e eree e .1 pkt

zostal dokonany istotny postep w rozwigzaniu zadania, ale nie zostaty pokonane
zasadnicze trudnos$cl Zadania ...........ccueeeeiiiiiiieeeiie e 2 pkt
zostaly pokonane zasadnicze trudno$ci zadania, rozwigzanie zadania nie zostato
doprowadzone do konca, ale w czasie pokonywania zasadniczych trudno$ci zadania

zostaty zrobione bledy, USterki ........ccoociieiiiiiiiiiiiiiie e .3 pkt
zasadnicze trudnosci zadania zostaty pokonane bezbt¢dnie i zdajacy na tym poprzestat
lub blednie kontynuowal rozwigzanie .............ccceeeveeviieiiieiiienieeeeee e 4 pkt

zostaly pokonane zasadnicze trudnos$ci zadania, zdajacy doprowadzit rozwigzanie do
konca, ale w rozwigzaniu zadania sg usterki (btedy rachunkowe, zgubienie rozwigzan,
brak wyboru wlasciwych 1o0zwigzan ifp.) .....ccceeeeieeeiiieeieeeie e .5 pkt
zadanie zostato rozwigzane bezbtednie ............ccooeiiiiiiiiiiii 6 pkt

Ponizej zamieszczone zostaly przyktady zadan wraz z rozwigzaniami, opisem sposobu
przyznawania punktow i uwagami, ktére moga by¢ pomocne w lepszym zrozumieniu sposobu
oceniania na poziomie rozszerzonym.
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6.3. PRZYKLADY ZADAN WRAZ Z ROZWIAZANIAMI I OPISEM SPOSOBU PRZYZNAWANIA
PUNKTOW

Zadanie I (0-3)

Dany jest ostrokatny trojkat rownoramienny ABC, w ktoérym |AC| :|BC|. Na bokach, na

zewnatrz trojkata ABC, zbudowano kwadraty ABDE, BCFG 1 ACHJ. Udowodnij, ze pola
trojkatow AHE 1 BEG s3 réwne.

Rozwiazanie
Omowimy cztery sposoby rozwigzania tego zadania.

Sposob I (trygonometryczny)

Przyjmijmy oznaczenia:

E D
|4B|=|4E|=a, |AC|=|BC|=|BG|=b, |)BAC|=|1A4BC|=a.
Rozwigzanie tym sposobem polega na obliczeniu dwdch szukanych pol za pomoca a, b1 .

Mamy bowiem:

P

AHE

:%-|AE|-|AH|-sinEAH,

P

B

6 :%-|BE|-|BG|-sin EBG.

Zauwazmy, 7e: |AE | =a oraz |BG| =b. Obliczamy dtugosci odcinkow AH 1 BE oraz
wyrazamy za pomocg & miary katoéw EAH 1 EBG.
Mamy:

|4H| =02,

|BE|=a\2.
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Poniewaz trojkat ABC jest rtownoramienny i ostrokatny, wiec & >45°. Nastepnie
|0 EAB|+ ) BAC|+|0 CAH|=90°+a +45° =135°+ & > 135°+45° =180°,
a wiec kat wypukty EAH jest rowny
360° —(135° + a) =225°-a.
Podobnie,
[0 GBC|+|1 ABC|+|0 EBA| =90°+ o +45° =135°+ ar > 135°+45° = 180°,
a wiec kat wypukty EBG jest rowny
360°—(135°+ &) =225°—a.

Zatem
) EAH|=225°-a =|J EBG|.
Stad otrzymujemy
Py = %-|AE|-|AH|-sin EAH = %-a b2 sin(225°-a)
oraz

Py =%-|BE|-|BG|-sinEBG =%-a\/§-b-sin(225°—a).

P

BEG °

Stad wynika, ze P

g = co koficzy dowad.

Komentarz

Rozwigzanie sktada si¢ z trzech krokow: obliczenie dtugosci bokow AH 1 BE, udowodnienie
réwnosci katow EAH 1 EBG (np. przez wyznaczenie obu katow za pomoca ) oraz

zastosowanie wzoru na pole trojkata.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania polega na obliczeniu wszystkich wielkosci
potrzebnych we wzorach na pole. Jeden z mozliwych bledéw zdajacych, na ktéry nalezy
zwroci¢ tu uwage, moze polega¢ na zlym zastosowaniu wzoru na pole trojkata

(np. pominigcie wspotczynnika %). Pomimo tego btedu zdajacy otrzymuje poprawny wynik.

W takim przypadku uznajemy rozwigzanie za niedokonczone — bezbtednie zostaty pokonane

tylko zasadnicze trudnosci zadania.
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Schemat oceniania I sposobu rozwigzania

ISTOtNY POSLEP ceeeerrvunrrecsssnnicsssnnricsssssnesssssssnssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnnsns 1 pkt
Obliczenie dlugosci bokéw AH i BE za pomoca bokow AB i AC
lub

udowodnienie, ze |D EAH | = |D EBG| .

Pokonanie zasadniczych trudnoSCi .....ceoeeeneecieenieenseensecnseensnnssnensecsssessesssaesssecssseessenes 2 pkt

Obliczenie dlugosci bokéw AH i BE za pomoca bokow AB i AC oraz udowodnienie, ze
[0 EAH|=0 EBG]|.

ROZWIgZanie PeINe ........oooeiiviveiinivniinineiinisnicnseicssnicssnisssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssns 3 pkt

Udowodnienie, ze pola obu trojkatow sa rowne.

Uwagi

Zdajacy moze wykonaé obliczenia zwigzane tylko z jednym z dwoch trojkatow i1 na tym
skonczy¢. Na przyktad, w przypadku trojkata AHE moze wykona¢ nastgpujace obliczenia
AC|=b,|0 BAC|=ax):

(przyjmujac oznaczenia |AB| =a,
° |AH| = b\/i;
e |DE4H|=225°-a;

e P, :%-a-b-ﬁ-sin(225°—a).
Wowczas:

o jesli zdajacy wyznaczy tylko dilugos¢ boku AH lub miar¢ kata FAH, to takie
rozwigzanie nie jest jeszcze traktowane jako istotny postep 1 przyznajemy za nie
0 punktéw,

e jesli zdajacy wyznaczy dlugos¢ boku AH i miar¢ kata EAH, to takie rozwigzanie
czesciowe traktujemy jako ,,istotny postep” i przyznajemy za nie 1 punkt,

e jesli zdajacy wyznaczy bok AH i1 zapisze pole w postaci P,,,, = % ab~J2 -sin EAH , nie

wyznaczajac przy tym kata EAH za pomoca kata o, to takie rozwigzanie czg¢§ciowe
traktujemy takze jako ,,istotny postgp” 1 przyznajemy za nie 1 punkt,

e jesli zdajacy wyznaczy bok AH, wyznaczy kat EAH za pomoca kata & 1 zapisze pole
trojkata AHE wpostaci P, = %-abx/z -sin(225°—«a), to traktujemy takie
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rozwigzanie jako pokonanie zasadniczych trudnosci zadania i przyznajemy za nie
2 punkty.

Sposoéb II (stosunek pol)
W tym rozwigzaniu korzystamy z nast¢pujacej wlasnosci trojkatow:
Dane sg dwa trojkaty ABC i DEF takie, ze [ A =[] D

F
C

A B D E
Wowczas
Pyc _|4Bl4c|
Py |DE|-|DF|

Powyzsza proporcja wyraza w sposob czysto geometryczny t¢ samg tre$¢ co wzor
trygonometryczny na pole troéjkata. Mianowicie mamy:

Py :%-|AB|-|AC|-sinA
oraz
- =%-|DE|-|DF|-sinD :

Sformulowanie geometryczne pozwala przeprowadzi¢ dowod bez odwolywania si¢ do
trygonometrii.
Tak jak w sposobie pierwszym dowodzimy, ze |D EAH | = ||] EBG| .
H F
C

E D

Nastepnie korzystamy ze wspomnianej wyzszej wtasnosci trojkatow:
PAHE

_AE||4H| _|AE|-|AC|-V2 _|4E] |AC] _
Pye |BE||BG| |4B|-v2:|BG| |4B| [BG]

co dowodzi, ze P, = P, -
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Korzystajac z oznaczen z poprzedniego sposobu rozwigzania, mozemy to rozwigzanie zapisac
W sposob nastepujacy. Przyjmujemy |AB| =a 1 |AC | =b. Wowczas |AH | = b\/z oraz
|EB| = a\/z . Tak jak w sposobie I, pokazujemy, ze |D EAH | = |D EBG|. Korzystajac
z twierdzenia o stosunku poél otrzymujemy

Pue _|AE|'|AH| _ a'b\/z_l

P, |BE||BG| a-b2

P

co dowodzi, ze P G -

AHE —
Komentarz

W tym sposobie rozwigzania podstawowym zadaniem jest — tak jak w sposobie pierwszym
— obliczenie dlugosci odcinkow AH 1 BE oraz wykazanie rdwnosci katow EAH 1 EBG.
Dlatego schemat oceniania moze by¢ taki sam jak w sposobie I. Uwagi dotyczace rozwigzan
niekompletnych sg wlasciwie takie same jak w przypadku sposobu I.

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania
ISTOLNY POSLEP cevvrrernriirsnrissnressnncssnnncssssecssssesssssessssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssnss 1 pkt

Obliczenie dlugosci bokow AH 1 BE za pomocg bokow AB 1 AC
lub

wykazanie, ze ] EAH| =] EBG]|.

Pokonanie zasadniczych trudnoSCi ......coeeviicveicseinsinninnseinsinnsnicsecssniessessssessessssesssens 2 pkt

Obliczenie dlugosci bokéw AH 1 BE za pomoca bokow AB 1 AC oraz wykazanie, ze
|7 EAH| =] EBG].

Rozwigzanie pelne .........iieveeiiinriiinrinsencnsnnicssnnccssnnecsnnenes .. 3 pkt

Wykorzystanie wzoru trygonometrycznego do obliczenia pol obu trojkatow 1 wykazania,
ze te pola sg rowne.

Uwaga

Jesli zdajacy wykonuje obliczenia tylko w jednym z rozwazanych trdjkatow, to w istocie
rozwiazuje zadanie sposobem pierwszym i korzystamy ze schematu oceniania w sposobie 1.
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Sposob III (geometria analityczna)

Rozwigzanie zadania sposobem analitycznym sktada si¢ z trzech krokow. Po pierwsze,
w wygodny sposdb umieszczamy rozwazane figury geometryczne w uktadzie wspotrzednych
— lub réwnowaznie — do istniejacych figur dobieramy uklad wspédtrzednych. Po drugie,
w przyjetym uktadzie wspotrzednych obliczamy wspotrzedne potrzebnych punktow.
Wreszcie, za pomocg obliczonych wspoirzednych, obliczamy wielkosci, o ktore chodzi
w zadaniu.

W naszym przypadku te kroki sprowadzaja si¢ do:
e wyboru uktadu wspoétrzednych;
e obliczenia wspotrzednych wierzchotkéw trojkatow AHE 1 BEG;
e obliczenia pdl trojkatow AHE i BEG.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania polega na obliczeniu wspotrzednych wierz-
chotkow trojkatéw AHE 1 BGE.

Popatrzmy teraz, w jaki spos6b mozna przeprowadzi¢ takie rozwigzanie. Najpierw musimy
wybra¢ uktad wspotrzednych. Mozna to zrobi¢ na wiele sposobow; trudnosci obliczeniowe
zadania beda zalezaty od sposobu wyboru uktadu. Jednym z najwygodniejszych sposobow
jest wybor uktadu wspotrzednych uwzgledniajacy naturalne symetrie figur wystepujacych
w zadaniu. W naszym przypadku wybieramy uklad tak, by o§ Oy zawierala o§ symetrii
trojkata rownoramiennego ABC. Umieszczamy zatem trdjkat ABC w ukladzie wspotrzednych
tak, ze

A=(-a,0), B=(a,0), C=(0.h).

gdzie a>0 i h>0. Poniewaz trojkat ABC jest ostrokatny, wiec |D BAC | >45°, skad wynika,

ze a<h.

A

y

H . F
C
J G

A 0/ B K T

/
E D

Wyznaczamy teraz wspolrzgdne punktéw E, G i H. Oczywiscie bok 4B ma dtugo$¢ 2a, skad
wynika, ze E =(—a,—2a). Wspotrzedne punktow G 1 H mozemy wyznaczy¢ wieloma
sposobami. Pokazemy doktadnie dwa z nich i zasygnalizujemy trzeci sposob, znacznie
bardziej pracochtonny.
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e Korzystamy z tego, ze jesli obrocimy wektor [x,y] o 90° zgodnie z ruchem
wskazdéwek zegara, to otrzymamy wektor [ v, —x] . (Te wlasnos¢ mozna tatwo odczytac
z rysunku 1 zapami¢tac¢.) W naszym zadaniu mamy cA =[—a, —h] , skad CH =[—h,a].
Stad dostajemy H = C+CH = (O,h) +[—h,a] = (—h,a +h) .
W podobny sposob:
R’:[—a,h], Ez[h,a], G=(a+h,a).

e Niech K bedzie rzutem punktu G na o§ Ox 1 niech L bedzie rzutem punktu A na o$ Oy.
Wowczas trojkaty CLH 1 GKB sa przystajace do trojkata AOC, skad

|CL|=|GK|=a, |HL|=|BK|=h.
To daje wspotrzedne punktow G =(a+b,a) i H =(-h,a+h).
e Wyznaczamy roéwnanie prostej AC: y = ﬁx + h oraz rdwnanie prostej prostopadtej do
a

niej, przechodzacej przez punkt C: y = —%x + h . Nastepnie na tej prostej prostopadtej

znajdujemy oba punkty odlegle od punktu C o dlugos¢ odcinka AC; jest to najbardziej
pracochtonna cze$¢ zadania. Wreszcie wybieramy ten z otrzymanych dwoch punktow,
ktoéry ma ujemng wspotrzedng x. W podobny sposdb mozemy wyznaczy¢ wspotrzedne
punktu G.

Nastepnie obliczamy pola trojkatéw AHE i BEG. Mozemy skorzysta¢ ze wzoru znajdujacego
si¢ w zestawie Wybranych wzorow matematycznych. Jesli wierzchotki trojkata KLM maja
wspotrzedne

K=(x1<ay1<)’ Lz(xL’yL)’ Mz(xM’yM)’

to pole wyraza si¢ wzorem
1
Perv =E"(xL _'xK)(yM _yK)_(yL _yK)(xM _xK)"

W naszym przypadku mamy

E=(—a,—2a), A:(—a,O), Hz(—h,a—i—h),
skad dostajemy

P :%-‘(—a+a)(a+h+2a)—(0+2a)(—h+a)‘z‘—a(a—h)‘za(h—a).
Podobnie,
E=(—a,—2a), B :(a,O), G =(a+h,a) ,

skad dostajemy

Py :%-‘(a%—a)(a+2a)—(0+2a)(a+h+a)‘:%‘6a2 —4a’ —Zah‘:a(h—a).

To konczy dowod.
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Zauwazmy tez, ze pole trojkata AHE mozna obliczy¢ prosciej: podstawa AE ma dtugos¢ 2a,
wysoko$¢ (niezaznaczona na rysunku) ma dtugos¢ h—a.

Uwaga

Pola trojkatow mozna tez obliczy¢ inaczej. Mozna np. wyznaczy¢ dtugo$¢ jednego boku,
réwnanie prostej zawierajacej ten bok oraz odleglos¢ trzeciego wierzchotka od tej prostej
(odpowiednie wzory takze znajduja si¢ w tablicach).

Schemat oceniania I1I sposobu rozwiazania

ISTOLNY POSLEP cevvrrervnriersnrersrrrcssnnnessnnrcssssicssssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssnsssssnss 1 pkt

Umieszczenie trojkata ABC w ukladzie wspotrzednych i podanie wspotrzednych jego
wierzchotkow.

Pokonanie zasadniczych trudnoSCi ......coeeviicveicseinsinninnseinsinnsnicsecssniessessssessessssesssens 2 pkt

Obliczenie wspotrzednych punktow E, G 1 H.

ROZWIgZanie PelnNe ........ooceiivieiiniviinisninineiinsseicssnicssnicsssnssssssessssssssssssssssssssssssssssssssasssssns 3 pkt

Obliczenie pol trojkatow AHE 1 BEG np. za pomocg wzordow znajdujacych si¢ w tablicach
1 zauwazenie, ze te pola sg rowne.

Uwaga

Zdajacy rozwigzujacy zadanie tym sposobem mogg popetni¢ bardzo wiele roznych btgdow:
na przyklad, moga Zle wyznaczy¢ wspotrzedne punktéw E, G 1 H lub moga Zle obliczy¢ pola
trojkatow. Moga wreszcie wybraé takie metody obliczania pol, ze nie bedzie oczywiste, czy
otrzymane wyniki sg rowne (moze to wymaga¢ odpowiednich przeksztatcen). Niezaleznie od
charakteru i1 przyczyny bledu, schemat oceniania wyraznie wskazuje, jaka liczbe punktow
nalezy przyzna¢ zdajagcemu. Maksymalng liczbe punktow zdajacy otrzymuje za bezbtednie
wykonane kroki. Moze si¢ jednak zdarzy¢, ze zdajacy popeini nieistotny biad rachunkowy
przy wyznaczaniu wspolrzednych ktorego$ punktu i w ten sposodb uzyska btedne wyniki
w ostatnim kroku. Jesli jednak metoda obliczania pdl trojkatow jest poprawna, zostaty
dokonane poprawne podstawienia do wzordw, zgodne z otrzymanymi wynikami obliczen
oraz obliczenia w tym kroku zostaly wykonane poprawnie, to zdajacy otrzymuje 2 punkty
(jest to sytuacja, w ktoérej zdajacy doprowadza rozwigzanie do konca, popetniajac nieistotny
btad rachunkowy podczas pokonywania zasadniczych trudnosci).
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Sposéb IV (bezposrednie obliczenie pol)

Prowadzimy w trojkacie ABC wysoko§¢ CK. Nastgpnie niech punkt L begdzie rzutem punktu
H na prosta KC i niech punkt P bedzie rzutem punktu G na prostg 4AB.

o ML F
e
J s G
/ K\B——~ |
A O P
E D

Wowczas widaé, ze trojkaty CLH 1 BPG sa przystajace do trojkatow AKC 1 BKC. Mianowicie
|CH| = |AC| = |BC| = |BG| . Jesli nastepnie

a =1 BAC|=|1 ABC

9

to |[JACK|=90°-a, |[JHCL|=a oraz [ICHL|=90°~c. Podobnie, [JBCK|=a,
|D GBP| =90°~a oraz |[] BGP| =qa. Wspomniane przystawania trojkatow wynikaja teraz

z cechy przystawania kbk.

Przyjmijmy oznaczenia:

a=|AK|=|BK|, h=|CK]|.

Wowcezas |HL|=|BP|=h oraz |CL|=|GP|=a. Ponadto a<h. Niech nastepnie punkt M

bedzie rzutem punktu 4 na prostg HL. Poniewaz a <h, wigc punkt M lezy wewnatrz odcinka
HL. Mozemy juz obliczy¢ pole trojkata EAH. Mianowicie

1 1
P :5-|AE|-|HM|:5-2a-(h—a)=a(h—a).

Nastepnie niech punkt O bedzie punktem przecigcia prostych EG i1 AP. Z podobienstwa
trojkatow EAO 1 GPO wynika, ze

|40 _|4E] _2a _
\PO| |PG| a

Zatem
40| :§-|AP| :%-(2a+h),
skad wynika, ze

|BO|=|A0|—|AB|=%-(2a+h)—2a =§-(h—a).
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Wreszcie

1 1 2
Prse = Pepo + Fopo :E'|BO|'|AE|+E'|BO|'|GP|= 'g‘(h—a)'(2a+a)=a(h—a).

1
2

To konczy dowod.
Schemat oceniania IV sposobu rozwiazania

ISTOLNY POSLEP ceverrcvnriiinrininrinsnniesssnncsssnnesssnessssnessssnessssnessssesssssasssssssssssesssssessssssssssnsssssssssnes 1 pkt

Dorysowanie trojkatow CLH 1 GPB oraz zauwazenie, ze sa one przystajace do trojkata AKC
(lub BKC). Nie wymagamy w tym miejscu od zdajacego pelnego dowodu przystawania;
przyjmujemy, ze uzasadnienie przystawania jest oczywiste.

Pokonanie zasadnicZych trudnoSCi .....oeecevveeccivercnssencsssnncssnnncssnnsssssnesssnsssssssssssssssssssssases 2 pkt

Obliczenie pola jednego z trojkatéw AHE 1 BEG.

ROZWIQZANIE PEINE .coneeenienninniintinienteniientenneennensenstesssessssesssesssnssssesssssssssssssssssesssnees 3 pkt

Obliczenie pol obu trojkatow 1 stwierdzenie, ze s one rowne.

Uwaga

W takim sposobie rozwigzania zadania jest mato prawdopodobne, by zdajacy popehit istotny
btad. Moga by¢ rozwigzania niedokonczone. Moga tez by¢ rdézne inne proby rozwigzania
polegajace na dorysowywaniu do rysunku roznych odcinkow. Jesli nie jest wyraznie
widoczny cel takich poszukiwan i nie zostal on wyraznie wskazany w rozwigzaniu, to zdajacy
otrzymuje 0 punktow.
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Zadanie II (0-5)

Ile jest nieparzystych liczb naturalnych trzycyfrowych, w ktorych co najmniej jedna cyfra jest
dziewiatka?

Rozwiazanie

Omoéwimy 6 sposobow rozwigzania tego zadania.

Sposob I (umieszczenie dziewiatki)

W tym sposobie rozwigzania pokazemy najpierw rozumowanie bledne polegajace na
policzeniu kilkakrotnym tych samych liczb. Wskazany btad jest bardzo czgsto popethiany
przez uczniéw rozwigzujacych to zadanie; mozna go jednak dos¢ tatwo naprawi¢. Wystarczy
odja¢ liczbe tych liczb, ktore byty policzone dwa razy 1 odja¢ podwojong liczbe tych liczb,
ktére byty policzone trzy razy. Obliczenie, ile nalezy odjaé, jest dos¢ tatwe. Problem polega
jednak na tym, ze uczniowie popetiajacy ten btad nie zdaja sobie sprawy z tego, na czym on
polega — nie dostrzegaja, ze niektore liczby policzyli wielokrotnie.

A oto rozwigzanie. Wiemy, ze jedng z cyfr jest 9; mozemy ja umiesci¢ na jednym z trzech
miejsc: pierwszym, drugim lub trzecim.

e Jesli umieScimy dziewiagtk¢ na pierwszym miejscu, to na drugim mozemy umiesci¢
dowolng z 10 cyfr, a na trzecim dowolng z pieciu cyfr nieparzystych. Lacznie daje to
w tym przypadku 50 liczb.

e Jesli umieScimy dziewiagtk¢ na drugim miejscu, to na pierwszym mozemy umiesci¢
dowolng z 9 cyfr, a na trzecim dowolng z pieciu cyfr nieparzystych. Lacznie daje to w tym
przypadku 45 liczb.

e Jesli umiescimy dziewigtke na trzecim miejscu, to na pierwszym mozemy umiescic
dowolng z 9 cyfr, a na drugim dowolng z 10 cyfr. Lacznie daje to w tym przypadku 90
liczb.

W sumie daje to 50+45+90 =185 liczb.

Ktore liczby zostaly policzone wielokrotnie? Popatrzmy na przyktad. Przypusémy, ze
najpierw umiesciliSmy cyfr¢ 9 na pierwszym miejscu, a na pozostalych miejscach
umiesciliSmy kolejno cyfry 5 1 9. OtrzymaliSmy liczbe 959. Przypusémy teraz, ze najpierw
umiesciliSmy cyfre 9 na trzecim miejscu, a nastgpnie umiesciliSmy na pierwszych dwoch
miejscach kolejno cyfry 9 i 5. Znoéw otrzymaliSmy liczbe 959. Ta liczba zostata wigc
W powyzszym sposobie zliczania policzona dwukrotnie. Zobaczmy teraz, w jaki sposob
mozna poprawic¢ to rozwigzanie bledne.

Dostalismy wynik 185. Zauwazmy jednak, ze liczby z dwiema dziewigtkami byly policzone

po dwa razy, a liczba 999 nawet trzy razy. Zliczamy teraz liczby z dwiema dziewigtkami.

e JeSli umiescimy dziewigtke na pierwszym i1 drugim miejscu, to na trzecim mozemy
umiesci¢ dowolng z 4 cyfr nieparzystych: 1, 3, 5 lub 7.

e Jesli umiescimy dziewigtke na drugim 1 trzecim miejscu, to na pierwszym mozemy
umiesci¢ dowolng z 8 cyfr (od 1 do 8).
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e Jesli umiescimy dziewigtke na pierwszym i trzecim miejscu, to na drugim mozemy
umiesci¢ dowolna z 9 cyfr (od 0 do 8).

W sumie okazuje si¢, ze mamy 21 liczb z dwiema dziewigtkami. Od otrzymanego wyniku
musimy zatem odja¢é 21. Nastgpnie mamy jedng liczb¢ (mianowicie 999) z trzema
dziewigtkami. PoliczyliSmy ja trzykrotnie, wigc od otrzymanego wyniku musimy jeszcze
odjaé 2. Zatem liczb, ktore nas interesuja, jest 185-21-2=162.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Pokazane na poczatku rozwigzanie bledne zawiera istotne elementy rozumowania
prawidtowego, wigc powinno by¢ ocenione jako rozwigzanie czeSciowe. Uznajemy je za
,istotny postep”.

POStEP NIEWICIKI ..cooiervnnriiiiisniiiniisnniicnsssnniecsssnsicsssssnsecssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssese 1 pkt

Zdajacy obliczy, ze przy umieszczeniu dziewigtki na pierwszym miejscu otrzyma 50 liczb lub
obliczy, ze przy umieszczeniu dziewiatki na drugim miejscu otrzyma 45 liczb lub obliczy, ze
przy umieszczeniu dziewiatki na trzecim miejscu otrzyma 90 liczb.

ISTOLNY POSLEP ceverrirnriiinriisnrissnnressnnncsssniesssnecssssessssnessssnessssesssssasssssssssssesssssessssasssssasssssnsssnes 2 pkt

Zdajacy obliczy, ze przy umieszczeniu dziewigtki na pierwszym miejscu otrzyma 50 liczb, ze
przy umieszczeniu dziewiatki na drugim miejscu otrzyma 45 liczb i ze przy umieszczeniu
dziewiatki na trzecim miejscu otrzyma 90 liczb. Nie wymagamy, by w tej kategorii otrzymat
wynik taczny 185 liczb.

Pokonanie zasadnicZych trudnosSCi ....ccoeecccveicciseicssnicssnicsssnesssansssssnsssenssssssssssssssasssssanes 4 pkt

Zdajacy otrzyma wynik 185 liczb, nastepnie zauwazy, ze pewne liczby policzono
wielokrotnie oraz obliczy, ze 21 liczb policzono dwukrotnie. Za samo zauwazenie, Ze pewne
liczby zostaty policzone wielokrotnie, bez podania prawidtowej ich liczby (na przyktad
w wyniku blednego obliczenia), zdajacy otrzymuje 3 punkty.

ROZWIQZanie PeINe .....cueiiiiviniiiniisniicissnnniicsssnnicssssnnicssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssess 5 pkt

Zdajacy pokona zasadnicze trudnos$ci zadania, zauwazy, ze liczba 999 byta policzona
trzykrotnie 1 obliczy poprawnie liczbe wszystkich rozwazanych liczb:

50+45+90-21-2=162.

Sposob II (pierwsza dziewigtka)
Wszystkie interesujagce nas liczby dzielimy na trzy grupy i policzymy liczby w kazdej grupie.
e Do pierwszej grupy zaliczamy liczby zaczynajace si¢ dziewiatka.

e Do drugiej grupy zaliczamy liczby, w ktorych pierwsza dziewiatka znajduje si¢ na drugim
miejscu.

e Do trzeciej grupy zaliczamy liczby, w ktorych pierwsza dziewigtka znajduje si¢ na
trzecim miejscu.
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Teraz zliczamy liczby znajdujace si¢ w tych grupach.

e W pierwsze] grupie znajduje si¢ 50 liczb: na pierwszym miejscu jest dziewigtka, na
drugim dowolna z 10 cyfr i na trzecim dowolna z pigciu cyfr nieparzystych.

e W drugiej grupie znajduje si¢ 40 liczb: na pierwszym miejscu znajduje si¢ jedna z 8 cyfr
(nie moze by¢ 0 i 9), na drugim miejscu jest dziewigtka i na trzecim jedna
z pieciu cyfr nieparzystych.

e W trzeciej grupie znajduja si¢ 72 liczby: na pierwszym miejscu znajduje si¢ jedna z 8 cyfr
(jak wyzej), na drugim jedna z 9 cyfr (nie moze by¢ 9) i1 na trzecim miejscu znajduje si¢
dziewiatka.

Lacznie mamy zatem 162 liczby.

Komentarz

Zdajacy rozwigzujacy zadanie ta metodg pewnie wie o niebezpieczenstwie i1 prawdopodobnie
nie popeini wigkszych btedéw. Mozliwe sg natomiast drobne bitedy rachunkowe.

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

POSEEP NIEWICLKI .euueeirueiiiinniiisnniiisnniciinnicisnicssnicssnnecsssnncsssnesssssessssssssssesssssessssssssssasssssnssanss 1 pkt

Zdajacy prawidlowo zdefiniuje trzy grupy liczb.

ISTOLNY POSLEP cevvrrernricssnressrnessnnnessnnncssssecssssesssssesssssessssssssssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssnsssssnss 2 pkt

Zdajacy obliczy, ile jest liczb w co najmniej jednej z tych trzech grup.

Pokonanie zasadnicZych trudnoSCi .....oeecccveeicivercnseicnsnicssnicsssnsssssnesssncssssnsssssssssasssssanes 4 pkt

Zdajacy prawidtowo obliczy, ile jest liczb w kazdej z tych trzech grup. Za prawidtowy wynik
w dwoch grupach zdajacy otrzymuje 3 punkty.

ROZWIgZanie PeINe ........ooeiivieiinivniinisiiniseiinsnicnsnicssnicsssssssssnesssssssssssssssssssssssssssssssasssssas S pkt

Zdajacy pokona zasadnicze trudno$ci zadania i obliczy poprawnie liczbe wszystkich
rozwazanych liczb:

50+40+72=162.
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Sposob III (liczba dziewiatek)

Najpierw policzymy liczby, w ktorych jest tylko jedna cyfra 9. Tym razem zastosujemy
metod¢ znang z powyzszego blednego rozwigzania, jednak uzycie tej metody bedzie
poprawne, gdyz jest tylko jedna cyfra 9. Mozemy umiesci¢ ja na jednym z trzech miejsc.

Jesli umieScimy dziewiagtke na pierwszym miejscu, to na drugim mozemy umiesci¢
dowolng z 9 cyfr (od 0 do 8), a na trzecim dowolng z czterech cyfr nieparzystych:
1, 3,5, 7. Lacznie daje to w tym przypadku 36 liczb.

Jesli umiescimy dziewiagtke na drugim miejscu, to na pierwszym mozemy umiesci¢
dowolng z 8 cyfr (od 1 do 8), a na trzecim dowolng z czterech cyfr nieparzystych:
1, 3,5, 7. Lacznie daje to w tym przypadku 32 liczby.

Jesli umiescimy dziewiatke na trzecim miejscu, to na pierwszym mozemy umiesci¢
dowolng z 8 cyfr (od 1 do 8), a na drugim dowolng z 9 cyfr (od 0 do 8). Lacznie daje to
w tym przypadku 72 liczby.

W sumie daje to 36+32+72 =140 liczb.

Teraz policzymy liczby, w ktorych sg dwie cyfry 9.

Jesli umieScimy dziewiatke na pierwszym 1 drugim miejscu, to na trzecim mozemy
umiesci¢ dowolng z 4 cyfr nieparzystych.

Jesli umiescimy dziewigtke na drugim i1 trzecim miejscu, to na pierwszym mozemy
umiesci¢ dowolng z 8§ cyfr.

Jesli umieScimy dziewiatke na pierwszym 1 trzecim miejscu, to na drugim mozemy
umiesci¢ dowolng z 9 cyfr.

W sumie daje to 4+8+9 =21 liczb.

Wreszcie mamy jedng liczbe z trzema dziewigtkami: 999.

Mamy wiec 140+21+1=162 liczby.

Schemat oceniania I1I sposobu rozwiazania

ISTOtNY POSLEP ceveeernnrrecsssnnricsssnnricsssnsesssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasss 2 pkt

Obliczenie, ze istnieje 140 liczb z jedng dziewiatka lub obliczenie, ze istnieje 21 liczb
z dwiema dziewigtkami. Kazde z tych obliczeh wymaga rozpatrzenia trzech przypadkow
w zaleznosci od polozenia dziewiatek. Zdajacy otrzymuje 1 punkt, jesli prawidlowo
rozpatrzy dwa z tych trzech przypadkoéw i na tym poprzestanie lub popelni btad w trzecim
obliczeniu lub obliczeniu sumy.

Pokonanie zasadniczych trudnoSCi .....eeoeeeneenieeniennsnensecnseensennsnensecsssecsessssesssecsssecssnnes 4 pkt

Obliczenie, ze istnieje 140 liczb z jedng dziewiatka i istnieje 21 liczb z dwiema dziewigtkami.
Jesli zdajacy poprawnie wykona jedno z tych obliczen, a w drugim popeini btad taki jak
opisany w poprzedniej kategorii, to otrzymuje 3 punkty.
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ROZWIgZanie PeInNe ........oooeiivieiinivniinineiiniseicnseicssnicssnisssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssns S pkt

Podanie pelnej odpowiedzi. Jesli zdajacy poprawnie obliczy, ze istnieje 140 liczb z jedna
dziewiatka lub 21 liczb z dwiema dziewigtkami, drugie z tych obliczen doprowadzi do konca
z btedem w jednym z trzech przypadkow, nastepnie zauwazy, ze istnieje dokladnie jedna
liczba z trzema dziewigtkami 1 poprawnie doda otrzymane liczby — otrzymujac w efekcie
wynik btedny — otrzymuje 4 punkty.

Sposob IV (uzupeinianie)

Najpierw policzymy wszystkie liczby trzycyfrowe nieparzyste. Wszystkich liczb
trzycyfrowych jest 900; co druga jest nieparzysta. Istnieje zatem 450 liczb trzycyfrowych
nieparzystych. Mozemy rowniez rozumowaé nastepujaco: na pierwszym miejscu mozna
umiesci¢ jedng z dziewigciu cyfr, na drugim jedng z dziesigciu cyfr, a na trzecim jedna
z pieciu cyfr nieparzystych: 1, 3, 5, 7, 9. Lacznie mamy zatem 9-10-5=450 liczb. Teraz
policzymy wszystkie liczby nieparzyste, w ktorych nie wystepuje cyfra 9. Tym razem na
pierwszym miejscu mozemy umiesci¢ jedng z o$miu cyfr (od 1 do 8), na drugim jedna
z dziewieciu cyfr (od 0 do 8), a na trzecim jedng z czterech cyfr nieparzystych: 1, 3, 5, 7;
tacznie mamy zatem8-9-4 =288 liczb. Liczby w zadaniu to oczywiscie liczby nalezace do
pierwszej grupy (wszystkie liczby nieparzyste) i nienalezace do drugiej grupy (w ktorej sg
liczby nieparzyste bez dziewiatki). Stad wynika, ze liczb w zadaniu jest 450—288=162.

Schemat oceniania IV sposobu rozwiazania

POStEP NIEWICIKI .ccovievinnriiiiivnniiiniisnniicssssnniecsisnniesssssnsecsssssssscssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssess 1 pkt

Obliczenie liczby liczb trzycyfrowych: 900.

ISTOLNY POSLEP cevvriernricrsnresssnnessnnessanicssssncssssesssssessssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssnss 2 pkt

Obliczenie liczby nieparzystych liczb trzycyfrowych: 450. Jesli zdajacy oblicza t¢ liczbe
metodg rozmieszczania cyfr 1 popelni btad rachunkowy, to otrzymuje 1 punkt. Jesli zdajacy
stwierdzi, ze istnieje 899 liczb trzycyfrowych i jako liczbe nieparzystych liczb trzycyfrowych
poda liczbe 449 lub 450, to otrzymuje 1 punkt.

Pokonanie zasadniczych trudnoSCi ......coeieniecveinseiisninninnseinsiinsnicsecsssissssssssesssessssesssens 4 pkt

Obliczenie liczby nieparzystych liczb trzycyfrowych niezawierajacych cyfry 9: jest 288 liczb.
Jezeli zdajacy obliczy poprawnie liczbe nieparzystych liczb trzycyfrowych niezawierajacych
cyfry 9, ale popeini btad opisany w kategorii ,,istotny postgp”, to otrzymuje 3 punkty.

ROZWIgZanie PeINe ........oeiiiiveiiniviiininniininiinsniissnicssnicssssissssnessssssssssssssssssssssssssssssssssssens S pkt

Zdajacy otrzyma prawidlowy wynik (162 liczby) nie popetniajac przy tym biedu
(np. opisanego w kategorii ,,istotny postep”). W przypadku, gdy popelni taki btad, otrzymuje
4 punkty.
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Sposob V(zasada wlaczen 1 wylaczen)

Niektorzy uczniowie moga zastosowaé w rozwigzaniu zasade wilaczen i wylaczen, cho¢ nie
ma jej w podstawie programowej — mogli ja na przyklad odkry¢ samodzielnie, jako
intuicyjnie niemal oczywista regule.

Niech 4 bedzie zbiorem liczb nieparzystych z dziewiatkg na pierwszym miejscu, B zbiorem
liczb nieparzystych z dziewigtkag na drugim miejscu i wreszcie C zbiorem nieparzystych
z dziewiatka na trzecim miejscu. Zbiorem liczb, ktore nas interesuja, jest oczywiscie zbior
AVUBUC . Nietrudno teraz zauwazy¢, ze:

|4|=50, |B|=45,|C|=90
|4nB|=5,]4nC|=10, [BNC|=9
|[AnBNC|=1

Z zasady wilaczen i wylaczen dostajemy
|4nBNC|=|4|+|B|+|C|-|4NB|-|ANC|-|BNC|+|4nBNC|=
=50+45+90-5-10-9+1=162.

Schemat oceniania V sposobu rozwiazania

POStEP NIEWICIKI .ouvvierrueiiirnicisnicssnncssnicssnisssnicsssssssssnesssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssassssnns 1 pkt
Zdajacy zdefiniuje zbiory 4, B 1 C i zauwazy, ze ma obliczy¢ |[AUBUC].

POSEEP WICKSZY ccuvriirniiiiniicsinnicssnnicssnnicssnnicsssnicssssisssssesssssesssssesssssesssssssssssesssssssssssssssssssnss 2 pkt
Zdajacy obliczy |A , B| i |C|

ISTOtNY POSLEP cereeecnnrrecrssnnricsssnnricsssnsssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasss 3 pkt
Zdajacy obliczy [AN B, [BNC|, |[AnC|i|4nBn(].

Pokonanie zasadniczych trudnoSCi .....eeoeeeneecieenieensnenseccsnensnnnsnensecsssecsessssesssecssseessenes 4 pkt

Zdajacy poprawnie zapisze wzor wiaczen 1 wylaczen i podstawi do niego prawidlowe dane.
Jesli zdajacy zdefiniuje zbiory 4, B 1 C, poprawnie zapisze wzOr wiaczen 1 wylaczen
1 poprawnie obliczy co najmniej |A B| 1 |C| oraz popetni bledy w pozostatych obliczeniach,

b

to otrzymuje 3 punkty.

ROZWIgZanie PeINe ........oveiiiieiiiivniiiinniiniiiinsniinsnicssnicssssissssnesssssesssssssssssssssssssssssssssssssns S pkt

Uwaga

Jesli zdajacy tylko zdefiniuje zbiory 4, B 1 C oraz poprawnie zapisze wzor wilaczen
1 wylaczen, to otrzymuje 2 punkty.



Informacja dla absolwentow niestyszqcych 131

Sposéb VI (wypisywanie liczb w kolejno$ci rosnacej)

Ten sposdb rozwigzania moze naprowadzi¢ zdajacego na stosunkowo proste rozwigzanie.
Oczywiscie wypisywanie wszystkich liczb speniajacych warunki zadania nie moze by¢
dokonywane bez zastanowienia. Nie chodzi zatem o wypisanie w kolejnosci rosnacej
wszystkich liczb trzycyfrowych (jest ich 900), wykresleniu liczb parzystych oraz liczb,
w ktorych nie wystepuje dziewiatka i1 zliczeniu liczb niewykreslonych. Jesli zdajacy nie
popeini bledu, powinien otrzymaé 162 liczby. Oczywiscie takie rozwigzanie, wykonane
bezbtednie, powinno by¢ ocenione na 5 punktow.

Zdajacy moze rowniez wypisywa¢ w kolejnosci rosnacej tylko wilasciwe liczby. Oto
poprawny wynik:

109 119 129 139 149 159 169 179 189
191 193 195 197 199
209 219 229 139 249 259 269 279 289
291 293 295 297 299
309 319 329 339 349 359 369 379 389
391 393 395 397 399
409 419 429 439 449 459 469 479 489
491 493 495 497 499
509 519 529 539 549 559 569 579 589
591 593 595 597 599
609 619 629 639 649 659 669 679 689
691 693 695 697 699
709 719 729 739 749 759 769 779 789
791 793 795 797 799
809 819 829 839 849 859 869 879 889
891 893 895 897 899
901 903 905 907 909
911 913 915 917 919
921 923 925 927 929
931 933 935 937 939
941 943 945 947 949
951 953 955 957 959
961 963 965 967 969
971 973 975 977 979
981 983 985 987 989
991 993 995 997 999

W pierwszych 16 wierszach mamy o$miokrotnie wiersz z 9 liczbami i wiersz z 5 liczbami.
W nastepnych 10 wierszach mamy po 5 liczb. Lacznie zatem wypisano

8:(9+5)+10-5=162
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liczby.

W trakcie wypisywania mozemy zauwazy¢ regule 1 ja opisaé: najpierw wystepuja liczby
zaczynajace si¢ od cyfry roznej od 9 (mamy tu 8 mozliwosci). Dla kazdej takiej pierwszej
cyfry ¢ mamy 9 liczb postaci

c09, ¢19, 29, 39, 49, 59, 69, 79, 89,
po ktorych przychodzi 5 liczb postaci
c91, 93, 95, 97, ¢99.

Dla kazdej cyfry ¢=1,2,3,4,5,6,7,8 wypiszemy w ten sposob 14 liczb. To lacznie daje
8:14=112 liczb. Nastepnie wypisujemy liczby zaczynajace sie¢ od dziewigtki. Warunek
mowiacy, ze w zapisie liczby wystepuje dziewiatka, jest teraz spetniony; na drugim miejscu
moze zatem wystapi¢ dowolna z 10 cyfr, a na trzecim dowolna z pigciu cyfr nieparzystych:
1,2,5,7,9. To daje tacznie 50 liczb, a wigc ostatecznie dostajemy 162 liczby.

Komentarz

Zdajacy moga probowa¢ wypisywac liczby w réznej kolejnosci, stosujac rozne strategie.
W przypadku, gdy zdajacy wylacznie wypisuje liczby i1 podaje ostateczng odpowiedz,
uznajemy tylko rozwigzania catkowicie bezbledne: odpowiedz 162 poparta poprawng lista
liczb. Za takie rozwigzanie zdajacy powinien otrzyma¢ 5 punktéw. Za rozwigzania
polegajace na wypisywaniu liczb, niezawierajace wyjasnien i prowadzace do blednej
odpowiedzi zdajacy powinien otrzymac¢ 0 punktow. Jesli zdajacy poda odpowiedZ poprawna
(162 liczby) bez jakiegokolwiek uzasadnienia, to za takie rozwigzanie mozna otrzymacé co
najwyzej 1 punkt. Jesli natomiast poprawna odpowiedz jest poparta nieprawidtowa lista
liczb, to zdajacy otrzymuje 0 punktéw.

Metoda polegajaca na wypisywaniu liczb moze — jak widzieliSmy wyzej — prowadzi¢ do
trafnych uogolnien. Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania polega na dokonaniu dwoch
obserwacji: dla kazdej cyfry réznej od 0 1 9 mamy 14 interesujacych nas liczb zaczynajacych
si¢ ta cyfra oraz dla cyfry 9 mamy 50 liczb zaczynajacych si¢ ta cyfra.

Schemat oceniania VI sposobu rozwiazania

Jesli zdajacy opisze regule prowadzaca do wypisania poprawnej listy, to przyznajemy punkty
wedtug nastepujacego schematu:

ISTOLNY POSLEP ceverrirniicinrininrissnniessnnicsssnncsssnecssssesssnessssnessssesssssasssssesssssesssssessssssssssasssssssssnas 2 pkt
e Zdajacy zauwazy, ze jesli pierwsza cyfra jest rézna od 9, to mamy 14 liczb

lub
e zdajacy zauwazy, ze jesli pierwsza cyfra jest dziewiatka, to mamy 50 liczb.

Uznajemy w tej kategorii rozwigzania, w ktoérych zdajacy wypisze w wyraznie wyodrgbnionej
grupie 14 liczb zaczynajacych si¢ np. od jedynki i wskaze (np. za pomocg trzech kropek), ze
ta sama reguta obowigzuje dla pozostatych pierwszych cyfr roznych od dziewiatki. Uznajemy
takze rozwigzania, w ktorych zdajacy wylacznie obliczy, Zze jest 50 liczb nieparzystych
zaczynajacych si¢ od dziewiatki.
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Pokonanie zasadnicZych trudnosSCi ....coeecevveeicivercnseicssnicssnncsssnssssanesssnessssssssssssssasssssanes 4 pkt

Zdajacy zauwazy obie reguly opisane w poprzedniej kategorii.

ROZWIQZanie PeINe .....cueiiinvvniiiiiisniicnisnnniccnssnnicssssnssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssess 5 pkt

Zdajacy pokona zasadnicze trudnos$ci zadania 1 ponadto poprawnie obliczy liczbe wszystkich
rozwazanych liczb: 8-14+50=162.

Uwaga

W tej metodzie rozwigzania zdajacy moze popetni¢ wiele bledow. Na przykiad, moze
wypisujac liczby zaczynajace si¢ cyfra 1 nie zauwazy¢, ze liczba 199 pojawia si¢ dwukrotnie:
raz w ciaggu 10 liczb
109, 119, 129, 139, 149, 159, 169, 179, 189, 199
1 drugi raz w ciagu liczb
191, 193, 195, 197, 199.

Jesli zdajacy wylacznie zauwazy, ze istnieje 15 liczb zaczynajacych si¢ od cyfry réznej od 9,
powinien otrzyma¢ 1 punkt. Inny btad moze polega¢ na ztym obliczeniu, ile jest liczb
zaczynajacych sie¢ od dziewiatki. Zdajacy moze na przyktad zapomnieé, Zze rozwazamy
wylacznie liczby nieparzyste i przyjmie, ze istnieje 100 takich liczb. Za taka obserwacje tez

powinien otrzymaé¢ 1 punkt. Te biedy moga prowadzi¢ do nastepujacych blednych
odpowiedzi:

8-15+50=170
oraz

8-14+100=192.

Za doprowadzenie rozwigzania do konca z jednym z tych dwoch btedéw zdajacy powinien
otrzymac¢ 4 punkty. Oba opisane biedy prowadza do odpowiedzi

8-15+100=220,

za ktora zdajacy powinien otrzymac 3 punkty.
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Zadanie III (0-3)

Wykaz, ze jezeli x>0, to x° LIPS
X

I sposéb rozwiazania (pierwsza pochodna)
Definiujemy funkcje f okreslong wzorem f'(x)= x +E dla x e (0,+oo) )
X

Funkcja f jest rozniczkowalna, obliczamy pochodng funkcji:

16 2v* —16 B 2(x—2)(x2 +2x+4)

2 2 2 .
X X X

f'(x)=2x—

Poniewaz x? +2x+4 >0 dla kazdej liczby rzeczywistej x, to
f'(x) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy x=2,

f'(x) <0 wtedy 1 tylko wtedy, gdy x e (0,2) ,

£'(x)>0 wtedy i tylko wtedy, gdy x €(2,+).

Wynika stad, ze funkcja f jest malejaca w przedziale (O, 2> 1jest rosngca

w przedziale <2, +00) , czyli dla x =2 przyjmuje warto$¢ najmniejszg.
Obliczamy f(2) =4+ % =12, stad wynika, ze f(x)>12 co nalezalo udowodni¢.
Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEEP ....cccveecrrercssnisssanesssanesssasesssnsssssnsssssssssssssssans 1 pkt

Okreslenie funkcji f(x) = x’ +10 la xe (0,+) i obliczenie jej pochodnej
X

/ 16 22 -16 2(x=2)(x*+2x+4
fx)=2x——="2"2 (x=2)( i )

2
X X X

Pokonanie zasadniczych trudnoSCi .......coeeeveecveiisiiiseinninnseinsiinsnicsensssisssessssesssssssesssens 2 pkt

Obliczenie miejsca zerowego pochodnej 1 wyznaczenie przedziatow, w ktorych pochodna ma
,,staly znak™:

f'(x) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy x=2,
£'(x) <0 wtedy i tylko wtedy, gdy x €(0,2),
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f'(x)>0 wtedy i tylko wtedy, gdy x €(2,+).

Rozwigzanie pelne .........ciiovverinvverincercnsencssneicssnnncssnnessnnenes .. 3 pkt
Stwierdzenie, ze funkcja f jest malejagca w przedziale (0,2> 1 jest rosngca w przedziale
<2,+OO) , czyli dla x =2 przyjmuje warto$¢ najmniejsza.

Obliczenie f(2) =12 i zapisanie wniosku: f(x)>12, co nalezalo udowodnic.

Uwagi
1. Zdajacy po obliczeniu, ze f'(x)=0 tylko dla x=2, moze uzasadni¢ tez¢ korzystajac
z drugiej pochodnej funkcji 1.

2. Jezeli zdajacy obliczy, ze f'(x)=0 tylko dla x=2 i stad juz wywnioskuje, ze:
f(x)= f(2)=12, to za rozwigzanie przyznajemy 2 punkty.

Komentarz

Jezeli w obliczaniu pochodnej zdajacy popelni btad, ktéry nie zmieni miejsc zerowych
pochodnej i dalej doprowadzi rozwigzanie do konca, to moze otrzymaé za cale zadanie
maksymalnie 2 punkty.

Przyktady tego typu btedow:

()= 2x3x—16’
f’(x)= 2(x—2)(x)z2 +x+4),
)= 2(x—2)(j?+2x+2) |

Jezeli w obliczaniu pochodnej zdajacy popelni blad, ktory zmienia miejsca zerowe pochodnej,
to otrzymuje za zadanie 0 punktow.
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II sposob rozwiazania (przeksztalcenia rownowazne)

o . . 16 . o ..
Zapisujemy nierdwnoéé x> +— >12 i przeksztatcamy ja rownowaznie:
x

x2—4x+4+E+4x—1620,
X

x2—4x+4+i(x2—4x+4)20,
X

(x-2) + 2 (x-2) 20,
X

(x—2)2(1+ijzo.

X

Jezeli x>0, to lewa strona nierdwnosci jest nieujemna, jako iloczyn czynnikéw nieujemnego
1 dodatniego, co nalezalo udowodni¢.

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny POStEP .....ccccceeevercrsnercssnrecsnressssnenes 1 pkt

D, L . 16
Zapisanie nierOwnosci w postaci x*—4x+4+—+4x-1620.

Pokonanie zasadnicZych trudnosSCi ....ccoeecccveicccreicssnicssnicsssnecssanssssanesssssssssssssssssssasssssanes 2 pkt

L, L . 2 4 2
Zapisanie nierdwnosci w postaci (x—2)" +—(x—2)" 20
X

ROZWIgzZanie Pelne ........iiieiiiiiiiiiiiiniiiinitiinnnicnsnnicsssnicsssnessssnessssnessssncsssssessssssssssscsnns 4 pkt

e Zapisanie nierOwnosci w postaci (x—2)2 (1+—j2 0 i stwierdzenie, ze jezeli x>0, to
X

lewa strona nieréwno$ci jest nieujemna, bo iloczyn czynnikow nieujemnego
i dodatniego jest nieujemny, co konczy dowod

albo

D, L. . 2 4 2 . . D
e zapisanie nierdwnoSci w postaci (x—2)" +—(x—2)" >0 i stwierdzenie, ze jezeli x>0,
x

to lewa strona nierdwnos$ci jest nieujemna, bo suma dwoch liczb nieujemnych jest
nieujemna, co konczy dowod.

11 sposob rozwigzania (funkcja wymierna)

o 16 . .. x—12x+16
Zapisujemy nierOwnos¢ x° +—>12 w postaci rOownowazne] ———— 2
X X

0.
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Przy zatozeniu x >0, nierdéwno$¢ ta jest rOwnowazna nierdwnosci X —12x+16>0 dla
x>0
Okre$lamy wielomian W (x) = X —12x+16.

Stwierdzamy, ze jednym z miejsc zerowych wielomianu W jest liczba 2. Po podzieleniu
wielomianu W przez dwumian x—2 otrzymujemy iloraz x* +2x-8, ktory zapisujemy
w postaci iloczynowej X2 +2x—8 =(x—2)(x+4) :

Stad W (x) = x* =123 +16 = (x—2)(x +2x-8) = (x—2)" (v +4).

Stwierdzamy, ze jezeli x>0, to W (x)>0 jako iloczyn czynnikéw nieujemnych, co konczy
dowdd.

Schemat oceniania I1I sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny POStEP .....cccccecrvercrsnercssnrecsnressnnnenes 1 pkt

Stwierdzenie, ze przy zatozeniu x >0, nierownos$¢ jest rtOwnowazna nierownosci
—12x+16>0 dla x>0,

Pokonanie zasadnicZych trudnosSCi ....coeececeiicvvrinisencssnicssnicsssnissssnessssnesssncsssssessssscssnses 2 pkt

Zapisanie wielomianu W w postaci iloczynowe;j

W(x)=x>—12x+16 = (x=2)" (x +4).

ROZWIgZanie PeINe ........oceiiiiveiiiivniiiinniinisniinsticnsnicsssicsssnissssnesssssessssssssssssssssssssssssssssssssns 3 pkt

Uzasadnienie, ze jezeli x>0, to W (x) >0, co konczy dowdd.

IV sposéb rozwigzania (zastosowanie nieréwnosci dla $redniej arytmetycznej
1 geometrycznej)

Niektérzy uczniowie moga odwotac si¢ do tej nierdéwnosci, cho¢ nie ma jej w podstawie
programowej i, jak widzieliSmy, rozwigzanie zadania nie wymaga jej znajomosci. Lewa

.y L . g8 8
strone nierdwnosci zapisujemy w postaci x> +—+—.
X X

Przy zatozeniu x>0, korzystamy z nierownosci dla $redniej arytmetycznej i $redniej
geometrycznej:

a+b+c

jezelia>0, b>0, c>0,to >3labc , czyli a+b+c>33abe .

Podstawiajac
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otrzymujemy

X2 +§+§z33/x2 3.8 s3¥ea-12.
X X X X

Stad wynika, ze x* + 16 >12, co konczy dowdd.
X

Schemat oceniania IV sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
pelnego rozwiazania Zadania .........eeeenvieinieiinsniinsninnsiinnsiissssnesssncssssiessssssssssssssssssnss 1 pkt

Zapisanie lewej strony nierdwnosci w postaci x> +—=+—.
X X

Pokonanie zasadnicZych trudnosSCi ....cceecevveeicivercnseicssnicssnnicssnnsssssnesssnssssssssssssssssssssases 2 pkt

Zastosowanie nierownosci dla $redniej arytmetycznej i Sredniej geometrycznej:

jezelia>0,b>0, c>0,to %Mzélabc,dla a=x2, b:§, c=—.

ROZWIQZanie PeINe .....ceeiiiivvniiiiiisniicnisnnnicssssnnicssssnsnecsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssess 3 pkt

Zapisanie, ze dla x>0, po zastosowaniu nierownosci dla $redniej arytmetycznej i $redniej

. . 8 8 8 8 . .
geometrycznej otrzymujemy x> +—+—>33(x?-=-Z =12, co konczy dowdd.
X X X X
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Zadanie IV (0-7)

Dany jest prostokatny arkusz kartonu o dlugosci 80 cm 1 szerokosci 50 cm. W czterech rogach
tego arkusza wycieto kwadratowe naroza (na rysunku zaznaczone kolorem szarym).
Nastepnie zagieto karton wzdluz linii  przerywanych, tworzac w ten sposob
prostopadtoscienne pudetko (bez przykrywki). Oblicz dlugos¢ boku wycietych kwadratowych
narozy, dla ktorej objetos¢ otrzymanego pudetka jest najwigksza. Oblicz te objetosc.

Rozwiazanie
Oznaczmy literg x dtugos¢ boku kwadratowych narozy. Podstawa pudetka ma wymiary
(80—-2x)x(50-2x).
Wysokos¢ pudetka jest rowna x. Zatem objeto$¢ wyraza si¢ wzorem
V =(80-2x)-(50-2x)-x,
czyli

V =(4000—160x —100x +4x7) - x = 4x” —260x” +4000x = 4()c3 —65x" + 1000x)

dla 0<x<25.
Rozwazmy funkcje f(x)=x"—65x* +1000x okreslong dla kazdej liczby rzeczywistej x.

Obliczamy pochodng tej funkcji: /' (x)=3x* —130x+1000.

Nastepnie znajdujemy miejsca zerowe tej pochodnej:
A=130>-12-1000 =16900 —12000 = 4900,
_130-70 _130+70 .1

X, =10, x, = 33—.
6 6 3

Ponadto:

100
f'(x)>0 w kazdym z przedzialéw (—0,10) oraz (T,Mj ,

100
f'(x) <0 w przedziale (10,7)
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o . - 100 3. :
Zatem funkcja f* jest rosngca w kazdym z przedziatow (—00,10> oraz T’OO 1 malejaca

w przedziale <IO,?> )

Poniewaz V(x)=4f(x) dla xe(0,25), wigc w przedziale (0,25) funkcja ¥ (x) ma
ekstremum w tym samym punkcie, w ktérym funkcja f(x). Stad wynika, Ze w punkcie

x=10 funkcja V przyjmuje warto$¢ najwigkszg. Szukana objgtos¢ jest zatem rowna
¥ = (80— 20)-(50 - 20)-10 = 18000 cm’.

Schemat oceniania
Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.
a) Pierwszy etap (3 pkt) sktada si¢ z trzech cz¢sci:

e wybdr zmiennej i wyrazenie za pomocag tej zmiennej wielko$ci, ktore beda
potrzebne do zdefiniowania funkcji. Oznaczenie litera x dlugosci boku
kwadratowych narozy, zapisanie wymiarow podstawy
pudetka (80— 2x) x (50 — 2x),

e zdefiniowanie funkcji jednej zmiennej, zapisanie objetosci jako funkcji zmiennej
wysokosci pudetka x: V' = (80—2x)-(50-2x)-x,
e okreslenie dziedziny funkcji V: 0<x<25.

Zdajacy otrzymuje 2 punkty za poprawne zdefiniowanie funkcji zmiennej x opisujacej
objetos¢ prostopadtoscianu. Ponadto zdajacy otrzymuje 1 punkt za poprawne okreslenie
dziedziny wynikajacej z tresci zadania, a nie z wyznaczonego wzoru funkcji.

b) Drugi etap (3 pkt) sktada si¢ z trzech czesci:
e wyznaczenie pochodnej funkcji /i f”(x)=3x* —130x+1000,

e obliczenie miejsc zerowych pochodnej: x, =10, x, = 33%,

e uzasadnienie (np. przez badanie monotoniczno$ci funkcji), ze funkcja posiada
warto$¢ najwicksza w punkcie x=10.

Za poprawne rozwiazanie kazdej z czedci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile
poprzednia cze$¢ etapu zostata zrealizowana bezbtednie.

c) Trzeci etap (1 pkt).
Obliczenie najwigkszej objetosci: V' =(80—-20)-(50—20)-10 =18000 cm’.
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Komentarz

Zdajacy rozwigzujac zadanie moze nie doprowadzi¢ rozumowania do konca lub popehic
réznego rodzaju bledy np.:

1.

S kW

7.

Btedne okreslenie dziedziny funkcji ¥ np. zapisanie x>0 lub x<50. Jezeli zdajacy nie
poda dziedziny funkcji lub poda ja blednie, to za cale rozwigzanie moze otrzymac
maksymalnie 6 punktow.

Bledne zapisanie wzoru na objeto$¢ pudetka (np. bledne okreslenie wymiaréw pudetka
lub wzoru na objetos¢ prostopadtoscianu).

Niewlasciwe wyznaczenie pochodnej rozwazanej funkc;ji.
Nieprawidtowo obliczone miejsca zerowe pochodne;.
Bledne okreslenie monotoniczno$ci funkcji oraz jej ekstremow.

Brak uzasadnienia, btedne lub niepetne uzasadnienie, ze funkcja V' w punkcie x =10
przyjmuje maksimum lokalne.

Nieobliczenie lub btedne obliczenie najwigkszej objetosci pudetka.

Schemat oceniania pokazuje jak w poszczegolnych sytuacjach oceni¢ rozwigzanie zadania.
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6.4. PRZYKLADOWE ZADANIA Z MATEMATYKI NA POZIOMIE PODSTAWOWYM DLA
ABSOLWENTOW NIESLYSZACYCH WRAZ Z ROZWIAZANIAMI

Numeracja zadan w czesci 6.4. odpowiada numeracji zadan w czegsci 4. Jezeli zadanie nie
zostalo przedstawione ponizej, oznacza to, ze wersja dla niestyszacych nie ro6zni si¢ niczym
od wersji przedstawionej w czgsci 4.

Zadanie 16. (0-1)

Kat srodkowy 1 kat wpisany w okrag sa oparte na tym samym tuku. Suma miar tych katow
jest rownal80°. Jaka jest miara kata srodkowego?
A. 60° B. 90° C. 120° D. 135°

Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegolowe

7.1. Zdajgcy stosuje zaleznosci miedzy kqtem srodkowym i kqtem wpisanym.

Rozwiazanie C

Zadanie 21. (0-1)
W kinie jest 5 wolnych miejsc. Liczba wszystkich sposobow, na jakie Ala i Bartek moga usigs¢

na dwoéch miejscach, jest rowna
A. 25 B. 20 C. 15 D. 12

Wymagania ogolne

1II. Modelowanie matematyczne.

Zdajgcy dobiera model matematyczny do prostej sytuacji i krytycznie ocenia trafnos¢ modelu.
Wymagania szczegolowe

10.2. Zdajgcy zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych, niewymagajgcych

uzycia wzorow kombinatorycznych, stosuje regute mnozenia i regute dodawania.

Rozwiazanie B
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Zadanie 23. (0-2)
Rozwiaz nieréwno$é x> + 6x—-7<0.

Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegolowe

3.5. Zdajgcy rozwiqzuje nierownosci kwadratowe z jedng niewiadomgq.
Rozwiazanie

Korzystamy ze wzordw na pierwiastki réwnania kwadratowego lub rozkladamy trojmian na
czynniki x*+6x-7=(x+7)(x-1). Trojmian kwadratowy y=x’+6x—-7 ma dwa
pierwiastki: x, =-7, x, =1. Poniewaz parabola o réwnaniu y=x’+6x—7 ma ramiona
skierowane do gory, to lezy ona ponizej osi Ox miedzy swoimi miejscami zerowymi. Zatem

rozwigzaniem nierdwnosci jest przedzial domknigty <—7, 1> .

Zadanie 24. (0-2)

Oblicz najmniejszg warto$¢ funkcji kwadratowej f(x)= XX —6x+1 w przedziale <O, l> :

Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegolowe

4.11. Zdajgcy wyznacza wartos¢ najmniejszq i wartoS¢ najwigkszq funkcji kwadratowej
w przedziale domknietym.

Rozwiazanie

Wyznaczamy wspotrzedne wierzchotka paraboli o réwnaniu y=x"-6x+1. Mamy

X, :—21:3, yw:—%:—& Poniewaz parabola ma ramiona skierowane do gory, to
a a

w przedziale (—oo,3> dana funkcja maleje. Dlatego maleje takze na zawartym w nim
przedziale <0,1>. Dlatego najmniejszg warto$¢ funkcja ma w prawym koncu, czyli dla x =1.

Ta wartoScig jest y =1 -6-1+1=—4.
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Zadanie 26. (0-2)

Napisz rownanie prostej rownoleglej do prostej o rownaniu y =2x—11 1 przechodzacej przez
punkt P =(1,2).

Wymagania ogolne
11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.
Zdajqgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegolowe

8.3. Zdajgcy wyznacza rownanie prostej, ktora jest rownolegta lub prostopadta do prostej
danej w postaci kierunkowej i przechodzi przez dany punkt.

Rozwiazanie

Wszystkie proste rownolegte do danej prostej majg taki sam wspolczynnik kierunkowy.
Dlatego szukamy prostej o rOwnaniu y =2x + b . Poniewaz szukana prosta przechodzi przez
punkt P=(1,2), otrzymujemy 2=2-1+b, wigcc b=0. Dlatego prosta ta ma roéwnanie
y=2x.

Zadanie 27. (0-2)

Wyznacz rownanie prostej zawierajacej srodkowa CD trdjkata ABC, ktorego wierzchotkami
sa punkty: 4=(-2,~1), B=(6,1), C=(7,10).

Wymagania ogolne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.
Zdajqgcy stosuje strategie, ktora jasno wynika z tresci zadania.

Wymagania szczegolowe

8.5.Zdajgcy wyznacza wspotrzedne srodka odcinka.
8.1. Zdajgcy wyznacza rownanie prostej przechodzqcej przez dwa dane punkty (w postaci
kierunkowej lub ogolnej).

Rozwiazanie
Wiemy, ze szukana prosta przechodzi przez punkt C = (7,10) oraz ze przechodzi przez punkt

D, ktory jest srodkiem boku AB. Dlatego korzystajac ze wzoru na wspohrzedne Srodka

—2+6 —1+1
odcinka mamy D =( , j=(2,0). Ze wzoru na réwnanie prostej przechodzacej

2 2
przez dwa dane punkty otrzymujemy: (y-10)(2-7)-(0-10)(x-7)=0, a stad
—5y+10x-20=0 ,czyli —y+2x-4=0.
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Zadanie 28. (0-2)

W trojkacie prostokatnym, w ktorym przyprostokatne maja dtugosci 2 i 4, jeden z katéw
ostrych ma miare . Oblicz sina-cosa.

Wymagania ogolne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.
Zdajqgcy stosuje strategie, ktora jasno wynika z tresci zadania.

Wymagania szczegolowe

6.1.Zdajgcy wykorzystuje definicje i wyznacza wartosci funkcji sinus, cosinus i tangens kqtow
o miarach od 0° do 180°.

Rozwiazanie

Niech «a bedzie katem lezagcym naprzeciwko boku o dhugosci 2, a £ niech bedzie katem
lezacym naprzeciwko boku o dlugosci 4. Zauwazmy, ze sina =cos 8 oraz cosa =sinf,

wiec mamy sin« -cosa =sin 3 -cos S, czyli szukana warto$¢ nie zalezy od wyboru kata.

Przeciwprostokatna w danym trdjkacie ma dlugos¢ V2% +47 :m. Z definicji funkcji
4 8 2

: 2
trygonometrycznych otrzymujemy SN cos = T ===
20 V20 20 5

Zadanie 29. (0-2)

Kat o jestostry i sina = % Oblicz 3+ 2tg2a .

Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegolowe

6.4. Zdajgcy stosuje proste zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi.
. ) _ sina . .
sin“a+cos"a=1, tga= oraz sin(90°-a)=cosa.
cosa

Rozwigzanie

sing

2 2

sin” sin”

Mamy tgo = = = =
cosa

- 2
, Wige tg o = = = =,
w8 cos’a l-sin’a . (1}2 15
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Dlatego 3+2tg’a =3+£:ﬂ.
15 15

Zadanie 30. (0-2)

Ile wyrazéw ujemnych ma cigg (an ) okreslony wzorem a, = n*—2n—-24dlan>1?

Wymagania ogolne

11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.
Zdajgcy uzywa prostych, dobrze znanych obiektow matematycznych.

Wymagania szczegolowe

5.1.Zdajgcy wyznacza wyrazy ciggu okreslonego wzorem ogolnym.

Rozwiagzanie

Szukamy liczb naturalnych & 2= 1 spetniajacych nierdbwnos$¢ n> —2n -24 < 0.
Zapisujemy te nierownos$¢ w postaci n° —2n+1-25<0, (n — 1)2 ~5 <0 , wWiec
(n—1-5)(n-1+5)<0, (n—6)(n+4)<0.Poniewaz n+4>0, otrzymujemy n<6.

Dlatego liczba n moze mie¢ jedng z pigciu wartosci: 1, 2, 3, 4, 5, czyli ciag ma pig¢ wyrazéw
ujemnych.

Zadanie 32. (0-2)

Wyrazami ciggu arytmetycznego (an) sg kolejne liczby naturalne, ktore przy dzieleniu przez

5 daja reszte 2. Ponadto a; =12. Oblicz a5 .

Wymagania ogolne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.
Zdajqgcy stosuje strategie, ktora jasno wynika z tresci zadania.

Wymagania szczegélowe

5.3. Zdajgcy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n poczqtkowych wyrazow ciqgu
arytmetycznego.

Rozwiazanie

Poniewaz doktadnie co pigta liczba naturalna daje z dzielenia przez 5 reszte 2, to rdznica
danego ciagu arytmetycznego rowna si¢ 5. Dlatego 12 =a, =a, +2r=a, +10, wigc a, =2.

Dlatego a,; =a, +14r=2+14-5=72.
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Zadanie 33. (0-2)

Dany jest prostokat o bokach a i b. Zmniejszamy dlugos¢ boku a o 10% oraz zwigkszamy
a

dhugos¢ boku b 0 20%. Wyznacz stosunek b

, jesli wiadomo, ze otrzymany prostokat ma taki

sam obwdd jak prostokat o bokach a 1 b.

Wymagania ogolne

1II. Modelowanie matematyczne.
Zdajgcy dobiera model matematyczny do prostej sytuacji i krytycznie ocenia trafnos¢ modelu.

Wymagania szczegolowe

5.4. (gimnazjum) Zdajgcy stosuje obliczenia procentowe do rozwigzywania problemow
w kontekscie praktycznym, np. oblicza ceny po podwyzice lub obnizce o dany procent,
wykonuje obliczenia zwigzane z VAT, oblicza odsetki dla lokaty rocznej.

Rozwigzanie

Otrzymany prostokat ma boki dlugosci 0,9a oraz 1,2b. Z pordwnania obwodow tych

prostokatéw otrzymujemy zwigzek 2-0,9a+2-1,2b=2a+2b, skad 0,4b=0,2a . Dlatego
0,4

279,
b 0,2

Zadanie 34. (0-2)

Udowodnij, ze jedli x, y sg liczbami rzeczywistymi, tox” + y*> > 2xy .

Wymagania ogolne

V. Rozumowanie i argumentacja.
Zdajgcy prowadzi proste rozumowanie, skladajqce si¢ z niewielkiej liczby krokow.

Wymagania szczegolowe

2.1.Zdajgcy uzywa wzoréw skréconego mnozenia na (a +b)° oraz a’ — b’.

Rozwiazanie
Zauwazmy, ze dla dowolnych liczb x, y mamy (x - y)2 >0, wigc x° +y° > 2xy, co koficzy

dowod.
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Zadanie 35. (0-2)

Rzucamy dwa razy symetryczng szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo
otrzymania iloczynu liczby oczek rownego 5.

Wymagania ogolne
111. Modelowanie matematyczne.
Zdajgcy dobiera model matematyczny do prostej sytuacji i krytycznie ocenia trafnos¢ modelu.

Wymagania szczegélowe

10.3. Zdajgcy oblicza prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach, stosujgc klasyczng
definicje prawdopodobienstwa.

Rozwigzanie

Zdarzeniami elementarnymi sg pary liczb catkowitych (a,b), gdzie 1<a,b<6. Mamy 36

takich par. Zdarzenia elementarne sprzyjajace to pary (1,5) oraz (5,1). Dlatego
2 1

prawdopodobienstwo otrzymania iloczynu liczby oczek rownego 5 jest rowne — =—.

36 18

Zadanie 36. (0—4)

W ciagu arytmetycznym (an) dane sg wyrazy: a, =4,a, =19. Ile wyrazéw tego ciagu
nalezy do przedziatu (0, 200)?

Wymagania ogolne

1II. Modelowanie matematyczne.
Zdajgcy dobiera model matematyczny do prostej sytuacji i krytycznie ocenia trafnos¢ modelu.

Wymagania szczegolowe

5.3. Zdajgcy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n poczgtkowych wyrazow ciggu
arytmetycznego.

Rozwiazanie
Mamy 4=aqa,+2r, 19=q,+5r. Wigc 3r=15,r=5 oraz a,=-6. Pytamy, dla jakich n

mamy 0<a, <200 , czyli 0<—6+(n—1)~5<200.

6 206 11 211
Wige 6<5(n—1) <206, §<n—1<?, —<n<=—/—.
Pierwsza nierdéwno$¢ spetniaja liczby n >3, a druga nierownos¢ liczby n <42 . Dlatego jest
40 liczb naturalnych spelniajacych te dwa warunki 1 40 wyrazoéw ciagu lezy w przedziale

(0,200).
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Zadanie 37. (0—4)

Na zewnatrz trojkata prostokatnego ABC, w ktérym |D ACB| =90° oraz |AC| =35,

BC|=12
zbudowano kwadrat ACDE (zobacz rysunek). Punkt / lezy na prostej 4B 1 kat |D EHA| =90°.
Oblicz pole trojkata HAE.

D

Wymagania ogolne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.
Zdajgcy stosuje strategie, ktora jasno wynika z tresci zadania.

Wymagania szczegolowe

7.3. Zdajgcy rozpoznaje trojkgty podobne i wykorzystuje (takze w kontekstach praktycznych)
cechy podobienstwa trojkgtow.

Rozwiazanie

Zauwazmy, ze trojkat prostokatny EAH jest podobny do trojkata ABC, bo katy EAH oraz ABC
sg przystajace, jako katy o ramionach réwnolegtych. Oznaczymy przez s skal¢ podobienstwa
trojkata EAH do trojkata ABC. Wtedy

P, =5 Py. =5 %-|Ac|-|Bc| =5 -%-5-12 =30s".
Nastepnie obliczamy s.
Mamy

|4E|  ac] s 5

4B Jac?+ B 122 13

Wigc

5 750
P, =30|—>| =—"-.
At (13) 169
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Zadanie 38. (0—4)

Punkt D lezy na boku BC trojkata réwnoramiennego ABC, w ktorym

C
|AC|=|BC|. Odcinek AD dzieli trojkat ABC na dwa trojkaty
roOwnoramienne w taki sposob, ze |AD| = |CD| oraz |AB| = |BD| (zobacz
rysunek). Udowodnij, ze |D ADC| =5 |D ACD| .
D
Wymagania ogolne
A B

V. Rozumowanie i argumentacja.

Zdajgcy prowadzi proste rozumowanie, sktadajqce si¢ z niewielkiej
liczby krokow.

Wymagania szczegolowe

10.17 (gimnazjum) Zdajgcy rozpoznaje figury, ktore majq os symetrii i figury, ktore majg
srodek symetrii. Wskazuje oS symetrii i Srodek symetrii figury.

Rozwiazanie I

Niech a =[] BAD| i B=|1ACD|. A
Tréjkaty ABD, ACD 1 ABC sg rbwnoramienne, wigc

D DAB| =[] BAD|=a, |1 CAD|=|0 ACD|= j

oraz |1 CAB|=|1 CBA|=a+f3. D
Suma miar katow trojkata ACD jest rowna 180°, wigc

[ ADC|=180°-23. ?
Wiadomo réwniez, ze ||] ADC| =180°— |D ADB y A 3

2

czyli 180°-243=180°—« . Stad a =24.

Suma miar katow trojkata ABC jest rowna 180°, wige 2(a + )+ =180°, czyli
2(2+B)+ B =180°.Stad 78 =180°.

Wigc [1 ADC|=180°-28=78-28=58=5-|1 ACD|. To koficzy dowdd.

Rozwiazanie 11

Oznaczmy katy « 1 B jak w poprzednim rozwigzaniu.
Poniewaz kat ADB jest katem zewngtrznym trojkata ADC, wigc a =2/.

Roéwniez kat ADC jest katem zewnetrznym trojkata ABD, wiec
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D ADC|=a+a+pB=2a+B=4B+F=58=5[1ACD
Zadanie 39. (0-2)

, co konczy dowad.

Oblicz sinus kata miedzy przekatng szeécianu a jego ptaszczyzna

podstawy.

Wymagania ogolne

1V. Uzycie i tworzenie strategii. T Uz

Zdajqgcy stosuje strategie, ktora jasno wynika z tresci zadania.

Wymagania szczegolowe

9.2. Zdajgcy rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach kqt miedzy odcinkami
i ptaszczyznami (migdzy krawedziami i scianami, przekgtnymi i scianami), oblicza miary tych
kqtow.

Rozwiazanie
B

Mamy trojkat prostokatny ABC, utworzony przez przekatng AB
sze$cianu, przekatng AC podstawy szesScianu oraz krawedz BC,

jak na rysunku. Kat ostry a tego trdjkata jest katem migdzy A
av'3

przekatng szescianu i plaszczyzng jego podstawy. Dhugosé prze- a

katnej szescianu o krawedzi dtugosci a jest rowna a3, wigc

sinus kata o jest rowny

\\Q

. a
S =———=

1
a3 303 4

Zadanie 40. (0—4)

W graniastostupie czworokatnym prawidlowym przekatna o dtugosci d jest nachylona do
ptaszczyzny podstawy pod katem « takim, ze sina = 0,2 . Podaj objetos¢ tego graniastostupa

w zaleznosci od d.

Wymagania ogolne
111. Modelowanie matematyczne.
Zdajgcy dobiera model matematyczny do prostej sytuacji i krytycznie ocenia trafnos¢ modelu.

Wymagania szczegolowe

9.6. Zdajgcy stosuje trygonometri¢ do obliczen dtugosci odcinkow, miar kgtow, pol
powierzchni i objetosci.
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Rozwigzanie I

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Troéjkat BDH jest prostokatny, wiec

. h .1 h 1
sina=—, czyli —=—.Stad h=—d.
d 5 d 5
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata BDH otrzymujemy A

2
|BD|2=d2—h2:d2—Gdj =%d2.

Pole podstawy graniastostupa jest wigc rowne De}l----- -t---7¢

Lo =22 =2, ! /e

225 25

P

ABCD — A
2

Dlatego objetos¢ tego graniastostupa jest rowna
12 1 12
V=Pye h=—d —d=—d".
S R R DX
Rozwigzanie 11
Przyjmijmy oznaczenia jak w rozwigzaniu I.

: h .
Trojkat BDH jest prostokatny, wiec SInor = 7 czyli h=dsina . Stad h=0,24d .
. _— a2 ;
W trojkacie BDH mamy roéwniez cosa = — czyli a2 =dcosa = d+1-(0,2)" =40,96 d.

Stad V' =a’h :%-0,96d2 -0,2d =0,0964d° .

Zadanie 41. (0-4)
Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych czterocyfrowych takich, ze w zapisie dziesigtnym
tych liczb jest jedna cyfra nieparzysta i trzy cyfry parzyste.

Uwaga: przypominamy, ze zero jest liczbg parzysta.

Wymagania ogolne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.
Zdajqgcy stosuje strategie, ktora jasno wynika z tresci zadania.

Wymagania szczegélowe

10.2. Zdajgcy zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych, niewymagajgcych
uzycia wzorow kombinatorycznych, stosuje regute mnozenia i regute dodawania.
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Rozwigzanie

Mamy 5 cyfr parzystych: 0, 2, 4, 6, 8 oraz 5 cyfr nieparzystych: 1, 3, 5, 7, 9. Musimy jednak
pamietaé, ze 0 nie moze by¢ pierwsza cyfra zapisu dziesigtnego liczby. Dlatego mamy dwa
przypadki: a) gdy pierwsza cyfra jest nieparzysta oraz b) gdy pierwsza cyfra jest parzysta.

W przypadku a) pierwsza cyfr¢ mozna wybra¢ na 5 sposobdw; kazda pozostata cyfra musi
by¢ parzysta i kazda z nich tez mozemy wybra¢ na 5 sposobow. Dlatego w przypadku a)
mamy 5* mozliwosci.

W przypadku b) cyfre parzysta, stojaca na pierwszym miejscu, mozemy wybrac¢ na 4 sposoby.
Na pozostalych miejscach mamy ustawi¢ jedng cyfr¢ nieparzysta oraz dwie cyfry parzyste.
Miejsce dla cyfry nieparzystej mozemy wybra¢ na 3 sposoby; na pozostatych dwoch
miejscach ustawiamy cyfry parzyste. Cyfre na kazdym z tych trzech miejsc mozna wybra¢ na
5 sposobow. Dlatego w przypadku b) mamy 4-3-5° =12-5° mozliwosci.

W obu przypadkach lacznie otrzymujemy 5'+12-5°=(5+12)-5’=17-125=2125 liczb

spetniajacych warunki zadania.

Zadanie 42. (0-4)

Z pojemnika, w ktorym jest pie¢ losow: dwa wygrywajace i trzy puste, losujemy dwa razy po
jednym losie bez oddawania losow do pojemnika. Oblicz prawdopodobienstwo, ze
otrzymamy jeden lub dwa losy wygrywajace. Wynik zapisz w postaci utamka nieskracalnego.

Wymagania ogolne

1II. Modelowanie matematyczne.
Zdajgcy dobiera model matematyczny do prostej sytuacji i krytycznie ocenia trafnos¢ modelu.

Wymagania szczegolowe

10.3. Zdajgcy oblicza prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach, stosujqc klasyczng
definicje prawdopodobienstwa.

Rozwiazanie I (model klasyczny)

Oznaczmy przez w,, w, losy wygrywajace, a przez p,, p,, p, losy puste. Wszystkie wyniki

losowania dwdch loséw bez ich oddawania mozemy przedstawi¢ w tabeli: wynik pierwszego
losowania wyznacza wiersz, a wynik drugiego losowania — kolumng, w przecigciu ktorych
lezy pole, odpowiadajace tej parze losowan. Pola potozone na przekatnej odrzucamy, gdyz
odpowiadatyby one wylosowaniu dwa razy tego samego losu, a to jest niemozliwe, gdyz
losujemy bez oddawania losu.

Niech 4 oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu dwoéch loséw, wsrdd ktorych jeden
lub dwa s3 wygrywajace. Zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A zaznaczamy

w tabeli krzyzykiem (x).
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Mamy wigc 20 wszystkich zdarzen elementarnych, czyli |Q|=20, oraz 14 zdarzen
elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu 4, czyli |A| =14.

. L , 4 14 7
Prawdopodobienstwo zdarzenia 4 jest zatem rowne P(A) = @ = >0 = 0"

Rozwiazanie II (metoda drzewa)

Losowanie z pojemnika kolejno dwoch loséw bez oddawania mozemy zilustrowac za pomoca
drzewa, gdzie w oznacza wylosowanie losu wygrywajacego, a p — losu pustego. Pogrubione
gatezie drzewa odpowiadajg zdarzeniu 4 polegajagcemu na wylosowaniu dwoch losow, wsrod
ktorych co najmniej jeden jest wygrywajacy. Na odcinkach drzewa zostaty zapisane
odpowiednie prawdopodobienstwa.

ENIS)

Wigc prawdopodobienstwo zdarzenia 4 jest rbwne
2 23 32
+ . + . =

21,23,32 _2+646_14_ 7
54 54 54 20 20 10

P(4)=
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Zadanie 43. (0-3)

Udowodnij, ze prawdziwa jest nierownos¢ \/ 22 +1+ \/ 20 —1<2%,

Wymagania ogolne

V. Rozumowanie i argumentacja.
Zdajgcy prowadzi proste rozumowanie, sktadajqce sie z niewielkiej liczby krokow.

Wymagania szczegélowe

2.1.Zdajgcy uzywa wzoréw skréconego mnozenia na (a +b)° oraz a’ — b,

Rozwigzanie I

Dla dowodu przeksztalcimy w sposob rownowazny tezg.

Poniewaz obie strony danej nieréwnos$ci \/ 22 +1+ \/ 2°° —1 < 2% sg dodatnie, mozemy je
podnies¢ do kwadratu. Otrzymujemy kolejno:

(\/250 114429 —1)2 <(226)2

20 1142420 41429 -1 42% _1 < 2%

2.2% +2\/(25° ~1)(29+1) < 2%

2 [2100 _1 < 252 _251
V210 1 <2%

Obie strony tej nierdwnosci sg takze dodatnie, wigc podnoszac je do kwadratu otrzymujemy
2100 _1 < 2100

Otrzymana nierowno$¢ jest oczywiscie prawdziwa, a wigc dana w zadaniu nier6wnos$¢ jest
réwniez prawdziwa, co konczy dowod.

Rozwigzanie 11

Oznaczmy a=+2"+1, b=~/2"—1. Zauwazmy, ze dla dowolnych liczb a, b, takich, ze
a # b, mamy (a—b)2 >0,skad a®+b*>>2ab. Wigc

(a+b) =a’+b*+2ab<a’ +b* +a* +b* =2(a’ +b*)=2(2% +1+2% -1) =27,

Stad a+b<~27 =2, co koficzy dowdd.
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Zadanie 44. (0-5)

W roku 2015 na uroczystosci urodzinowej Marka kto§ spytat go, ile ma lat. Marek
odpowiedziat: jezeli swoj wiek sprzed 27 lat pomnoze przez wiek, ktory bede miat za 15 lat,
to otrzymam rok swojego urodzenia. Oblicz, ile lat ma Marek.

Wymagania ogolne
111. Modelowanie matematyczne.
Zdajgcy dobiera model matematyczny do prostej sytuacji i krytycznie ocenia trafnos¢ modelu.

Wymagania szczegélowe

3.4. Zdajgcy rozwigzuje rownania kwadratowe z jedng niewiadomg.

Rozwigzanie

Oznaczamy przez x obecny wiek Marka (w latach). Wowczas wiek Marka sprzed 27 lat jest
rowny x—27, wiek jaki bedzie miat za 15 lat jest rowny x+15, a rok jego urodzenia to

2015—-x.
Mamy wigc rownanie (x—27)(x+15)=2015-x.
Po uporzadkowaniu otrzymujemy x* —11x—2420=0.

Rozwigzaniami tego rownania sg liczby x =55, x =—-44.

Stad wiemy, ze Marek w roku 2015 ma 55 lat.
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6.5. PRZYKLADOWE ZADANIA Z MATEMATYKI NA POZIOMIE ROZSZERZONYM DLA
ABSOLWENTOW NIESLYSZACYCH WRAZ Z ROZWIAZANIAMI

Numeracja zadan w czesci 6.5. odpowiada numeracji zadan w czegsci 5. Jezeli zadanie nie
zostalo przedstawione ponizej, oznacza to, ze wersja dla niestyszacych nie ro6zni si¢ niczym
od wersji przedstawionej w czgsci 5.

Zadanie 11. (0-2)
Dany jest nieskonczony ciag geometryczny (an) o wyrazach dodatnich taki, ze q, =%,

a, = % Oblicz sumg¢ wszystkich wyrazow tego ciggu.

Wymagania ogolne
11. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacyi.

Zdajqgcy rozumie i interpretuje pojecia matematyczne oraz operuje obiektami matematycznymi.

Wymagania szczegolowe

5.3.R Zdajgcy rozpoznaje szeregi geometryczne zbiezne i oblicza ich sumy.

Rozwiazanie

Pierwszy wyraz tego ciagu jest rowny q, =%, a trzeci wyraz tego ciggu jest rowny a, =%.

4
Poniewaz, a;, =a, -q°, stad ¢’ =4 =§. Zatem ¢ = —% lub ¢= % Wyrazy ciagu s3
a

<1, wigc

2
dodatnie, WiQC q= % Poniewaz |q| = ‘5

3
s=_% __4 _3.
l-¢q 1_% 4
3

3
1

NS

Suma § wszystkich wyrazow nieskonczonego ciggu geometrycznego (an) o wyrazach

dodatnich jest rowna: S = % .
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Zadanie 13. (0-3)

Dana jest funkcja f okreslona wzorem f (x)=4x3—2x+1 dla wszystkich liczb

rzeczywistych. Uzasadnij, ze prosta / o rownaniu 10x—y+9=0 jest styczna do wykresu
funkcji f.

Wymagania ogolne
V. Rozumowanie i argumentacja.

Zdajgcy tworzy tancuch argumentow i uzasadnia jego poprawnosc.

Wymagania szczegolowe

11.3.R Zdajgcy korzysta z geometrycznej i fizycznej interpretacji pochodnej.

Rozwiazanie

Zapisujemy roOwnanie prostej / w postaci kierunkowej y =10x+9.
Wyznaczamy pochodng funkcji /i f '(x) =12x>-2.

Zauwazamy, ze dla x=-1 oraz dla x=1 pochodna funkcji f jest rownalO i rowna si¢
wspotczynnikowi kierunkowemu proste; /.

Obliczamy warto§¢ funkeji f'w punkcie x =—1: f(—1)=—-1 oraz w punkcie x=1: f(1)=3.
Punkt o wspotrzednych (—1, — l) lezy na prostej /, natomiast punkt o wspotrzednych (1, 3) nie

lezy na tej prostej. Zatem prosta o rownaniu 10x — y+9 =0 jest styczna do wykresu funkcji £,

co konczy dowdd.



Informacja dla absolwentow niestyszqcych 159

Zadanie 28. (0—4)

Dany jest szeScian ABCDEFGH (zobacz rysunek) o krawedzi rownej 1. Punkt S jest
srodkiem krawedzi DH . Odcinek DW jest wysokoscig ostrostupa ACSD poprowadzong
z wierzchotka D na $ciang ACS . Oblicz dtugo$ci odcinkéw AW, CW i SW.

H G

Wymaganie ogodlne

V. Zdajgcy tworzy strategie rozwigzania problemu.

Wymagania szczegolowe

9.2. Zdajgcy okresla, jakq figurq jest dany przekroj graniastostupa lub ostrostupa
plaszczyzng.

10.7.G Zdajqcy stosuje twierdzenie Pitagorasa.

Rozwigzanie

Laczymy punkty 4 i S, 4 i C oraz C i S (zobacz rysunek). Niech T' oznacza punkt
przecigcia przekatnych AC i BD podstawy tego szeScianu.
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H G

Punkt S lezy na krawedzi DH , wigc AS=CS, a zatem trojkat ACS, ktory jest podstawg
ostrostupa  ACSD, jest trojkatem rownoramiennym. Wynika stad, ze odcinek ST jest
wysokos$cig tego trojkata. Diugo$¢ odcinka ST  obliczamy stosujac twierdzenie Pitagorasa do

trojkata prostokatnego 78D :
2 2
. 3
is7f* =|sp +|prf <[ L] + Va , czyli |ST] :i.
2 2 2
Zauwazamy, ze odcinek DW jest wysokoscig trojkata prostokatnego 7DS poprowadzong do

przeciwprostokatnej 7S5 . Dlugos¢ odcinka DW obliczymy zapisujac na dwa sposoby pole
trojkata TDS :

5

l-|SD|-|TD| =1-|ST|-|DW
2 2

2

]
|DW|=22 =

3
2

ﬁ&

Stad i z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do trojkgta prostokatnego SWD wynika, ze:

- (3] (£ - -2

Teraz zauwazamy, ze wysokos¢ ST trojkata rownoramiennego ACS jest zawarta w osi
symetrii tego trojkata. Wynika stad, ze AW =CW . Dlugo$¢ odcinka AW obliczamy stosujac
twierdzenie Pitagorasa do trojkata prostokatnego ATW , w ktéorym
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w=ri-ow] -2 B

B
5

Otrzymujemy zatem
2 2
|AWF=MTF+VWV:(%?]+[1§J=

skad

V30

law|=|cw|=—.
6

V30

Podsumowujac, szukane odcinki majg dlugosci: |A W| = |C W| = o

B3
? .

SW|=

2

Zadanie 30. (0—4)

Dany jest szeScian ABCDEFGH (zobacz rysunek), ktorego krawedz ma dtugos¢ 15. Punkty
O i R dzielg krawedzie HG i FG w stosunku 2:1, to znaczy |HQ|=|FR|=10.
Plaszczyzna AQR przecina krawedz DH w punkcie P, a krawedz BF w punkcie S .
Oblicz dlugosci odcinkow DP i BS .

H - G
I e
-
l R
1 e
1 e
1 e
E =- F
1.
s
A
/’
A
P
I
1
’
K 1 S
II I
/ |
/
’ |
/ I
/I y— s C
’ 7
/ '
/ 7
/I s
’ 7,
) 2
1
A B

Wymaganie ogélne

1V. Zdajgcy tworzy strategie¢ rozwigzania problemu.



162 Informator o egzaminie maturalnym z matematyki od roku szkolnego 2014/2015

Wymagania szczegolowe

9.2.R Zdajgcy okresla, jakq figurq jest dany przekroj graniastostupa lub ostrostupa
plaszczyzng.

9.1. Zdajgcy rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach kqty miedzy odcinkami
(np. krawedziami, krawedziami i przekqtnymi itp.), oblicza miary tych kqtow.

7.4.R Zdajqcy rozpoznaje figury podobne i jednokiadne; wykorzystuje (takze w kontekstach
praktycznych) ich wlasnosci.

Rozwigzanie (I sposob)
Rozwazamy kwadrat EFGH . Niech T oznacza punkt przecigcia przedtuzen odcinkéw QR
1 EF (zobacz rysunek).

10

E F 10 T

Trojkaty prostokatne RFT 1 RGQ sa podobne na mocy cechy kkk. Stad wynika, Ze|F T | =10.

Teraz rozwazamy kwadrat ABFE (zobacz rysunek).
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E F 10 T
X
S
15-x

A 15 B

Trojkaty prostokatne ABS i TFS sa podobne na mocy cechy kkk. Mozemy wigc zapisaé

roOwnanie

|SF| |BS| x 15—-x

— =1—, a zatem —

|FT| |4B 15
Rozwigzujemy to rownanie

15x=150—-10x,
25x =150,
x=06.

Zatem dlugo$¢ szukanego odcinka BS jest rowna 9. Poniewaz punkty B i D leza
symetrycznie wzgledem plaszczyzny ACGE , wigc |DP| = |BS | =9.

Rozwigzanie (II sposob)

Rysujemy przekatne AC, BD, EG oraz taczymy punkty P i S . Oznaczmy kolejno:
W — $rodek odcinka PS, W, — punkt przeciecia przekatnych ACi BD, T - $rodek

1

odcinka QR (zobacz rysunek). Niech ponadto 7, bedzie takim punktem przekatnej AC,
ze GT =CT,.
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-— C

Zauwazamy, ze DP=BS co wynika, z symetrii wzgledem plaszczyzny ACGE . Zatem
czworokgt BSPD jest prostokgtem. Stad wynika, ze prosta przechodzgca przez srodki bokdéw
tego prostokata — punkty W i W, — jest prostopadta do ptaszczyzny ABCD . Ponadto, prosta

przechodzaca przez punkty 7' i T, jest takze prostopadta do tej ptaszczyzny. Zauwazamy, ze
punkty: 4, W, W,, T i T, leza w jednej ptaszczyznie — jest nig ptaszczyzna ACGE . Na
mocy cechy kkk, trojkaty prostokatne AWW 1 AT,T sa podobne, wigc mozemy zapisac
rownos¢

7T P ik _ [T |aw]
, skad wynika, ze |WW1|— .
/4 |AT|

15v2

AW| =% oraz |AT| =152~
2

5V2 2542
Poniewaz |TT1| =15, T\/—zT\/—’ wige

15v2

2

WW|=—2

Pl 25\2
2

9.

Oczywiscie |DP| = |BS|=|WW,|=9.
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Zadanie 31. (0-3)

Oblicz, ile jest wszystkich liczb siedmiocyfrowych, w zapisie ktorych nie ma zera i na
doktadnie dwoch miejscach sg cyfry parzyste.

Wymagania ogolne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegolowe

10.1.R Zdajgcy wykorzystuje wzory na liczhe permutacji, kombinacji, wariacji
z powtorzeniami do zliczania obiektow w bardziej ztozonych sytuacjach kombinatorycznych.

Rozwiazanie

Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech krokow. W kroku pierwszym obliczamy, na ile
sposobow mozna wybra¢ dwa miejsca (sposrdd siedmiu), na ktdrych stojg cyfry parzyste. Ten
krok mozemy wykona¢ czterema sposobami.

e Mozemy skorzysta¢ ze wzoru na liczbe dwuelementowych kombinacji ze zbioru
7
siedmioelementowego; wyraza si¢ ona wspotczynnikiem dwumianowym (2j Ten

wspotczynnik mozemy odczytaé z trdjkata Pascala lub obliczy¢ ze wzoru

Mamy zatem

=3.7=21.

oo 7t 6:7-50 67
2 2!(7—2)! 2151 215! 2
e Mozemy wszystkie te sposoby wyboru dwéch miejsc wypisaé (kotko biate oznacza

miejsce dla cyfry nieparzystej, kotko czarne — dla parzyste;j):
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@)
©)
@)
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)
o
o
o
o
)
o
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11 O e o o o o e
12 O O e e o O ©
13 O O e o e O ©
14 O o e o o e ©
15 O O e o o o e
16 O O O e e O ©
17 O O O e O e ©
18 O o O e o O e
19 O o o O e e O
20 O o o O e O e
21: O O O O O e e

e Mozemy takze te mozliwosci zlicza¢: jesli pierwsza (liczac od lewej strony) cyfra
parzysta stoi na pierwszym miejscu, to drugg mozemy ustawi¢ na jednym z szeSciu
miejsc (od drugiego do siodmego); jesli pierwsza (od lewej strony) cyfra parzysta stoi
na drugim miejscu, to drugg mozemy ustawi¢ na jednym z pig¢ciu miejsc i1 tak dalej.
Wreszcie, jesli pierwsza cyfra parzysta stoi na szostym miejscu, to druga moze stac
tylko na miejscu siddmym. Lacznie mamy wigc

6+5+4+3+2+1=21
sposobow wyboru dwdch miejsc dla cyfr parzystych.

e Mozemy wreszcie rozumowaé nastgpujaco: jedng cyfre parzysta mozemy ustawi¢ na
jednym z 7 miejsc, druga na jednym z sze$ciu miejsc. W ten sposob kazde ustawienie
policzyli§my dwa razy, np. ustawienie
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mozemy otrzymaé wybierajac najpierw miejsce trzecie, a potem miejsce piagte lub
wybierajac najpierw miejsce piate, a potem miejsce trzecie. Zatem liczba sposobow
wyboru tych dwdch miejsc jest rowna
76
2
Obliczamy, na ile sposobéw mozemy na miejscach wybranych dla cyfr parzystych
1 nieparzystych napisa¢ te cyfry. Skorzystamy dwa razy z reguly mnozenia. Najpierw na
wybranych dwéch miejscach ustawiamy cyfry parzyste. Poniewaz w zapisie liczby nie ma
zera, wigc na kazdym miejscu mamy do wyboru cztery cyfry: 2, 4, 6, 8. Mamy zatem 4° =16
sposobdw zapisania cyfr parzystych na wybranych miejscach. Wreszcie na kazdym
z pozostatych pieciu miejsc zapisujemy jedng z pigciu cyfr nieparzystych: 1, 3, 5, 7, 9. Mamy
zatem 5° = 3125 sposobOw zapisania cyfr nieparzystych na pozostatych miejscach.

=7-3=21.

Obliczamy, ile jest liczb siedmiocyfrowych spelniajacych warunki opisane w zadaniu.
Korzystamy jeszcze raz z reguly mnozenia i otrzymujemy

21-4*.5° =21-16-3125=1050000

liczb.

Zadanie 32. (0-4)

Oblicz sume¢ wszystkich liczb trzycyfrowych zapisanych wytacznie za pomoca cyfr 1, 2 1 3.
Cyfry mogg si¢ powtarzac.

Wymagania ogolne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegolowe

10.1.R  Zdajgcy wykorzystuje wzory na liczbe permutacji, kombinacji, wariacji
z powtorzeniami do zliczania obiektow w bardziej ztozonych sytuacjach kombinatorycznych.

Rozwiazanie

Zauwazmy najpierw, ze istnieje tylko 27 liczb trzycyfrowych, ktorych cyfry sa wybrane
sposrod cyfr 1, 2 1 3. Pierwsza cyfr¢ mozemy bowiem wybraé na 3 sposoby, druga takze na
trzy sposoby (cyfry mogag si¢ powtarzac) i trzecig tez na trzy sposoby. Najprostszy sposob
rozwigzania zadania polega zatem na wypisaniu i dodaniu (np. na kalkulatorze) tych liczb.
Oto one:

111+ 112+ 113+ 121+ 122+ 123 + 131 + 132+ 133 =1098,
211 +212+213 +221 +222 +223 + 231 +232 + 233 = 1998,
311 +312+ 313 +321 +322+ 323 + 331 +332 + 333 =2898.
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Suma wszystkich liczb jest rowna

1098 + 1998 + 2898 = 5994 .

Liczby te mozna tatwo doda¢ bez uzywania kalkulatora. Zauwazmy, ze sumy liczb w trzech
wierszach sg rowne:

9100+ (11 +12+13+21+22+23+31+32+33)=900+ 198 =1098,
9-200+ (11 +12+13+21 +22+23+31+32+33)=1800+ 198 =1998,
9-300+ (11 +12+13+21+22+23+31+32+33)=2700+ 198 =2898.

Dodawanie
11+12+13+21+22+23+31+32+33=198

moze by¢ wykonane w pamigci; pozostate dodawania mozna tatwo wykonaé tez w pamieci
lub pisemnie. Najwazniejsze bylo zauwazenie, ze we wszystkich dodawaniach wystgpowata
ta sama suma liczb dwucyfrowych i1 zmienialy si¢ tylko sumy setek. Ta obserwacja bedzie
podstawg dla drugiego sposobu rozwigzania.

Obliczajac sume wszystkich 27 liczb, kazda z tych liczb zapiszemy w postaci
a-100+b-10+c

1 bedziemy oddzielnie dodawaé wielokrotnosci 100, oddzielnie wielokrotno$ci 10 i wreszcie
oddzielnie cyfry jednosci. Policzmy, w ilu liczbach jedynka wystepuje na pierwszym miejscu
(tzn. jako cyfra setek). Ot6z na drugim miejscu mozemy postawic¢ jedng z trzech cyfr i na
trzecim tez jednag z trzech cyfr. Zatem jedynka jest na pierwszym miejscu w dziewigciu
liczbach. W sumie wszystkich dwudziestu siedmiu liczb dziewig¢ razy wystapi sktadnik 100.
Podobnie 9 razy wystapi sktadnik 200 i 9 razy wystapi sktadnik 300. Zatem sktadniki postaci
a-100 dadza sume

9-100+9-200+9-300=9-100-(1 +2+3)=9-100-6 = 5400.

Tak samo pokazujemy, ze kazda cyfra wystapi 9 razy na drugim miejscu (tzn. jako cyfra
dziesigtek). Zatem sktadniki postaci b-10 dadzg sume

9-10+9:20+9-30=9-10-(1 +2 +3)=9-10-6 = 540.

Wreszcie tak samo pokazujemy, ze kazda cyfra wystapi 9 razy jako cyfra jednosci. Suma cyfr
jednosci jest zatem rowna

9149-24+49-3=9-(1+2+3)=9-6=54.
Suma wszystkich liczb wynosi zatem
5400 + 540 + 54 = 5994 .
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Zadanie 33. (0-7)

Oblicz, ile jest wszystkich liczb osmiocyfrowych, ktorych iloczyn cyfr jest rowny 24.

Wymagania ogolne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegolowe

10.1.R  Zdajgcy wykorzystuje wzory na liczbe permutacji, kombinacji, wariacji
z powtorzeniami do zliczania obiektow w bardziej ztozonych sytuacjach kombinatorycznych.

Rozwiazanie

Rozktadamy liczbe 24 na czynniki pierwsze 24=3-2-2-2.

Mamy wigc pie¢ mozliwosci, w ktorych iloczyn cyfr liczby o$miocyfrowej jest rowny 24

(mozliwosci te parami wykluczajg sig):

1. Wsrod cyfr tej liczby sg trzy dwojki, jedna trojka i cztery jedynki (24=3-2-2-2-1-1-1-1).
Liczbe takich liczb mozna obliczy¢ na przyktad tak:

o 8-(3j:280 — wybieramy jedno miejsce z o$miu dla trojki a nastgpnie trzy

miejsca z pozostatych siedmiu dla dwojki
albo tak:

o [4] -4 =280 — wybieramy cztery miejsca dla cyfr roznych od jedynki, a nastepnie

sposrod nich wybieramy miejsce dla trojki,
albo tak:

]
o ETVT] '84‘ =280 — ustawiamy na wszystkie mozliwe sposoby cyfry liczby 32221111.

2. Wsrdd cyfr tej liczby sa trojka, czworka, dwojka i pie¢ jedynek (24=3-4-2-1-1-1-1-1).
Liczbe takich liczb mozna obliczy¢ na przyktad tak:

e 8:7-6=336 — wybieramy miejsca dla cyfr: trzy, cztery, dwa
albo tak:

o (3}-3!:336 — wybieramy trzy miejsca dla cyfr: trzy, cztery, dwa, nastgpnie

przestawiamy te cyfry miedzy soba,
albo tak:
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!
U % =336 — ustawiamy na wszystkie mozliwe sposoby cyfry liczby 32411111.

3. Wsrdd cyfr tej liczby sa trojka, 6semka i sze$¢ jedynek (24=3-8-1-1-1-1-1-1).
Liczbe takich liczb mozna obliczy¢ na przyktad tak:
o 8-7=56 — wybieramy miejsce dla trojki i z pozostatych dla 6semki
albo tak:

o (2)2:56 — wybieramy dwa miejsca z o$miu dla trojki 1 dsemki, nastepnie

wybieramy miejsce dla kazdej z nich,

albo tak:
!
. % =56 — ustawiamy na wszystkie mozliwe sposoby cyfry liczby 38111111.

4. Wsrod cyfr tej liczby sg szostka, czworka i sze$¢ jedynek (24=6-4-1-1-1-1-1-1).
Liczbe takich liczb mozna obliczy¢ na przyktad tak:

o 8-7=56 — wybieramy miejsce dla szostki i czworki
albo tak:

o (2)2 =56 — wybieramy dwa miejsca z o$miu dla szostki i czworki, nastepnie

wybieramy miejsce dla kazdej z nich,

albo tak:
!
. % =56 — ustawiamy na wszystkie mozliwe sposoby cyfry liczby 64111111.

5. Wiérdd cyfr tej liczby sg dwie dwdjki, jedna szostka i pig¢ jedynek(24=6-2-2-1-1-1-1-1).
Liczbg takich liczb mozna obliczy¢ na przyktad tak:

e 8 [J =168 — wybieramy miejsce dla szostki, nastepnie dwa miejsca z siedmiu dla
dwdjek
albo tak:

o (3] -3=168 — wybieramy trzy miejsca z o$miu dla széstki i dwoch dwdjek,

nastgpnie sposrod nich wybieramy miejsce dla szostki,
albo tak:

!
o —2? '5' =168 — ustawiamy na wszystkie mozliwe sposoby cyfry liczby 62211111.

Zatem wszystkich liczb o§miocyfrowych, ktérych iloczyn cyfr jest réwny 24, jest
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2804336 +56+56+168 =896.

Zadanie 35. (0-3)

Losujemy jednoczesnie dwie liczby ze zbioru {1,2,3,...,12,13}. Oblicz prawdopodobienstwo

warunkowe, ze wsrod wylosowanych liczb bedzie liczba 8, pod warunkiem, ze suma
wylosowanych liczb bedzie nieparzysta.

Wymagania ogolne

1V. Uzycie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegolowe

10.2.R Zdajgcy oblicza prawdopodobienstwo warunkowe.

Rozwigzanie

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie dwuelementowe podzbiory (pary nieuporzadkowane,
kombinacje) zbioru {1,2,3,...,12,13} . Jest to model klasyczny.

Wprowadzamy oznaczenia:

A — wsrod wylosowanych liczb bedzie liczba 8,

B — suma wylosowanych liczb bedzie nieparzysta.

‘HAmBLJAmﬂ

Mamy obliczy¢ P(A|B)=
P(B) |B|

Zdarzeniu B sprzyjaja kombinacje ztozone z jednej liczby nieparzystej i jednej parzystej,
|B|=7-6=42,

Zdarzeniu 4N B sprzyjaja kombinacje ztozone z liczby 8 1 jednej liczby nieparzyste;,

|[AnB|=1-7=1,
stad

7 1
P(A|B)=—=—.
“B=5"%

Zatem prawdopodobienstwo, ze wsrod wylosowanych liczb bedzie liczba 8, pod warunkiem,

ze suma wylosowanych liczb bgdzie nieparzysta, jest rowne %
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Opinia Konferencji Rektoréw Akademickich Szkét Polskich
o informatorach maturalnych od 2015 roku

Konferencja Rektorow Akademickich Szkét Polskich z wielkg satysfakcjg odnotowuje
konsekwentne dgzenie systemu oswiaty do poprawy jakosci wyksztatcenia absolwentow
szkét Srednich. Konferencja z uwaga obserwuje kolejne dziatania Ministerstwa Edukacji
Narodowej w tym zakresie, zdajgc sobie sprawe, ze od skutecznoéci tych dziatan w duzym
stopniu zalezg takze efekty ksztalcenia osiggane w systemie szkolnictwa wyzszego.
W szczegolnoéci dotyczy to kwestii wilasciwego przygotowania miodziezy do studiow
realizowanych z uwzglednieniem nowych form prowadzenia procesu ksztatcenia.

Podobnie jak w przesztosci, Konferencja konsekwentnie wspiera wszystkie dziatania
zmierzajgce do tego, by na uczelnie trafiali coraz lepiej przygotowani kandydaci na studia.
Temu celowi stuzyta w szczegdlnosci pozytywna opinia Komisji Edukacji KRASP z 2008 roku
w sprawie nowej podstawy programowej oraz uchwata Zgromadzenia Plenarnego KRASP
z dn. 6 maja 2011 r. w sprawie nowych zasad egzaminu maturalnego.

Z satysfakcjg dostrzegamy, ze wazne zmiany w egzaminie maturalnym, postulowane
w cytowanej wyzej uchwale zostaty praktycznie wdrozone przez MEN poprzez zmiane
odpowiednich rozporzadzen.

Przedlozone do zaopiniowania informatory o egzaminach maturalnych opisujg forme
poszczegoélnych egzamindw maturalnych, przeprowadzanych na podstawie wymagan
okreslonych w nowej podstawie programowej, a takze ilustrujg te wymagania wieloma
przyktadowymi zadaniami egzaminacyjnymi.

Po zapoznaniu sie z przedtozonymi materiatami, KRASP z satysfakcjg odnotowuje:
w zakresie jezyka polskiego:

- wzmocnhienie roli umiejetnosci komunikacyjnych poprzez odejScie od prezentacji na
egzaminie ustnym i zastgpienie jej egzaminem ustnym, na ktorym zdajgcy bedzie musiat
ad hoc przygotowaé samodzielng wypowiedz argumentacyjng,

- rezygnacje z klucza w ocenianiu wypowiedzi pisemnych,

- zwiekszenie roli tekstéw teoretycznoliterackich i historycznoliterackich na maturze
rozszerzonej;

w zakresie historii:

- kompleksowe sprawdzanie umiejetnosci z zakresu chronologii historycznej, analizy
i interpretacji historycznej oraz tworzenia narracji historycznej za pomoca rozbudowanej
wypowiedzi pisemnej na jeden z zaproponowanych tematéw, fgcznie pokrywajgcych
wszystkie epoki oraz obszary historii;

w zakresie wiedzy o spofeczenstwie:

- potozenie silniejszego akcentu na sprawdzanie umiejetnosci ztozonych (interpretowanie
informaciji, dostrzeganie zwigzkéw przyczynowo-skutkowych) w oparciu o poszerzony
zasOb materiatow zrédtowych: teksty (prawne, naukowe, publicystyczne), materiaty
statystyczne, mapy, rysunki itp.
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w zakresie matematyki:

- istotne zwiekszenie wymagan na poziomie rozszerzonym poprzez wigczenie zadan
z rachunku rézniczkowego i poje¢ zaawansowanej matematyki,
- istotne poszerzenie wymagan z zakresu kombinatoryki oraz teorii prawdopodobienstwa;

w zakresie biologii oraz chemii:

- zwiekszenie znaczenia umiejetnosci wyjasniania procesow i zjawisk biologicznych
i chemicznych,

- mierzenie umiejetnosci analizy eksperymentu — sposobu jego planowania,
przeprowadzania, stawianych hipotez i wnioskéw formutowanych na podstawie
dotgczonych wynikow;

w zakresie fizyki:

- zwiekszenie znaczenia rozumienia istoty zjawisk oraz tworzenie formut matematycznych
tgczgcych kilka zjawisk,

- mierzenie umiejetnosci planowania i opisu wykonania prostych doswiadczen, a takze
umiejetnosci analizy wynikow wraz z uwzglednieniem niepewnosci pomiarowych;

w zakresie geografii:

- uwzglednienie interdyscyplinarnosci tej nauki poprzez sprawdzanie umiejetnosci
integrowania wiedzy z nauk przyrodniczych do analizy zjawisk i proceséow zachodzgcych
w srodowisku geograficznym,

- znaczne wzbogacenie zasobu materiatdw Zrodiowych (mapy, wykresy, tabele
statystyczne, teksty zroédiowe, barwne zdjecia, w tym lotnicze i satelitarne), takze
w postaci barwnej.

Konferencja Rektorow Akademickich Szkot Polskich z zadowoleniem przyjmuje tez
informacje o wprowadzeniu na swiadectwach maturalnych od 2015 roku dodatkowej formy
przedstawiania wyniku uzyskanego przez zdajgcego w postaci jego pozycji na skali
centylowej, tj. okredlenie, jaki odsetek zdajgcych uzyskat taki sam lub stabszy wynik od
posiadacza $wiadectwa. Wprowadzenie tej dodatkowej skali uwolni szkoly wyzsze od
dotychczasowego dylematu odnoszenia do siebie surowych wynikow kandydatéw na studia
rekrutowanych na podstawie wynikow egzaminéw maturalnych o istotnie roznym poziomie
trudnosci — rekrutacja stanie sie prostsza i bardziej obiektywna.

Reasumujgc, w opinii Konferencji Rektorow Akademickich Szkét Polskich zaprezentowana
w przedtozonych informatorach forma matury istotnie przyczyni sie do tego, ze mitodziez
przekraczajgca progi uczelni bedzie lepiej przygotowana do podjecia studiow wyzszych.

5 lipca 2013 .

Przewodniczagcy KRASP

prof. zw. dr hab. Wiestaw Bany$



