Przyktadowe zadania
z matematyki
na poziomie podstawowym i rozszerzonym
wraz z rozwigzaniami

Egzamin maturalny z matematyki, jako przedmiotu obowigzkowego, jest zdawany na
poziomie podstawowym. Jesli matematyka zostata wybrana jako przedmiot dodatkowy,
egzamin jest zdawany réwniez na poziomie rozszerzonym. Zadania egzaminacyjne z mate-
matyki moga na obu poziomach mie¢ form¢ zamknigta lub otwarta.

Opis arkusza dla poziomu podstawowego
Arkusz egzaminacyjny sktada si¢ z trzech grup zadan.
| grupa zawiera zadania zamknicte. Dla kazdego z tych zadan sg podane cztery
odpowiedzi, z ktérych tylko jedna jest poprawna. Kazde zadanie z tej grupy jest
punktowane w skali 0-1. Zdajacy wskazuje wtasciwg odpowiedz, wpisujac swoja
decyzj¢ na karcie odpowiedzi.
Il grupa zawiera zadania otwarte krotkiej odpowiedzi. Zdajacy podaje krotkie
uzasadnienie swojej odpowiedzi. Zadania z tej grupy punktowane sa w skali 0-2.
1l grupa zawiera zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi. Zadania te wymagaja
starannego zaplanowania strategii rozwigzania oraz przedstawienia sposobu
rozumowania i sa punktowane w skali 0-4, 0-5 albo 0-6.

Opis arkusza dla poziomu rozszerzonego
Arkusz egzaminacyjny sktada si¢ z trzech grup zadan.
| grupa zawiera zadania zamknigte. Dla kazdego z tych zadan zdajacy wskazuje wtasciwa
odpowiedz, zaznaczajac swoja decyzje na karcie odpowiedzi. Zadania punktowane sa
w skali 0-1.

Il grupa zawiera zadania otwarte krotkiej odpowiedzi, w tym zadania z kodowang
odpowiedzig. Zadania te punktowane sa w skali 0-2, 0-3 albo 0-4.

W zadaniach z kodowang odpowiedzig zdajacy udziela odpowiedzi wpisujac zadane
cyfry otrzymanego wyniku do odpowiedniej tabeli. Ocenie podlega tylko zakodowana
odpowiedz.

1l grupa zawiera zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi. Rozwigzujac zadania z tej
grupy, zdajacy W szczegolno$ci ma wykaza¢ si¢ umiej¢tno$cig rozumowania oraz
dobierania wlasnych strategii matematycznych do nietypowych warunkéw. Zadania te
punktowane sa w skali 0-5, 0-6 albo 0-7.

Podstawowe zasady oceniania rozwigzan zadan otwartych

W zadaniach krotkiej odpowiedzi zdajacy otrzymuje 1 lub 2 punkty za rozwigzanie, ktorego
nie doprowadzit do konca lub w ktorym popeinit pewne bledy. Okreslony jest jednak
minimalny postep, ktory w tym rozwigzaniu musi by¢ osiagniety, by otrzymac¢ 1 punkt, oraz
okreslone jest, jak zaawansowane powinno by¢ rozwigzanie, by mozna bylo je oceni¢ na 2
punkty.

W rozwigzaniach zadan rozszerzonej odpowiedzi zostaje wyrdzniona najwazniejsza faza,
nazywana pokonaniem zasadniczych trudno$ci zadania. Przyjeto zasadg, ze za pokonanie
zasadniczych trudnosci zadania przyznaje si¢ co najmniej potowe punktow, jakie zdajacy
otrzymatby za bezbledne rozwigzanie tego zadania. Tak wigc w zadaniu za 4 punkty, za
pokonanie zasadniczych trudnosci, przyznajemy 2 lub 3 punkty (zaleznie od zadania). W
zadaniu za 5 punktow za t¢ faze na ogot przyznajemy 3 punkty. W zadaniach za 6 punktow -
na ogot 3 lub 4 punkty. Wyrdznienie W rozwigzaniu zadania rozszerzonej odpowiedzi fazy



pokonania zasadniczych trudnosci zadania powoduje nastepnie wyroznienie Kilku innych faz.
Przed pokonaniem zasadniczych trudnosci zadania wyrdzniamy jeszcze jedng lub dwie fazy je
poprzedzajace: dokonanie niewielkiego postepu, ktory jednak jest konieczny dla rozwigzania
zadania oraz dokonanie istotnego post¢pu W rozwigzaniu zadania. Zdajacy, ktory pokonat
zasadnicze trudnosci zadania, mogt na tym poprzesta¢ lub mogt kontynuowac rozwigzanie.
Wyr6zniamy wazng kategori¢ rozwigzan, W ktorych zdajgcy pokonat zasadnicze trudnos$ci
zadania 1 kontynuowal rozwigzanie do konca, jednak w rozwigzaniu popeinit bledy
niewptywajace na poprawnos$¢ catego rozumowania (na przyktad nieistotne dla catego
rozumowania bledy rachunkowe lub niektore bledy nieuwagi). Analogicznie wyrézniamy
kategori¢ pokonania zasadniczych trudnosci z nieistotnymi btedami. W kazdym przypadku
okreslana jest liczba punktow przyznawana za rozwigzania W kazdej (lub niektorych)
z powyzszych kategorii. Nalezy podkresli¢, ze schemat oceniania rozwigzania zadania jest
traktowany jako integralna cze$¢ zadania; na ogoétl ten schemat oceniania uwzglgdnia
wszystkie typowe sposoby rozwigzania i czasami rowniez niektore nietypowe.

Zatem w zadaniu za 3 punkty:
1. rozwigzanie, W ktorym nie ma istotnego postepu (0 pkt)
2. rozwigzanie, W ktorym jest istotny postep, ale nie zostaty pokonane zasadnicze
trudnosci zadania (1 pkt)
3. zostaty pokonane zasadnicze trudnosci zadania, ale zadanie nie zostato rozwigzane
bezblednie (2 pkt)
4. zadanie zostalo rozwigzane bezblednie (3 pkt)

Natomiast w zadaniu za 4 punkty:

1. rozwigzanie, W ktorym nie ma istotnego postepu (0 pkt)

2. zostal dokonany istotny postep W rozwigzaniu zadania, ale nie zostaty pokonane
zasadnicze trudnos$ci zadania lub zostaly pokonane zasadnicze trudnos$ci zadania, lub
w trakcie pokonywania zasadniczych trudnos$ci zadania zostaty popetnione bledy,
usterki (1 pkt)

3. zostaty pokonane zasadnicze trudnosci zadania i zdajacy na tym poprzestat lub btednie
kontynuowat rozwigzanie (2 pkt)

4. zostaty pokonane zasadnicze trudnosci zadania, zdajacy doprowadzit rozwiagzanie do
konca, ale rozwigzanie zadania zawiera btedy, usterki (3 pkt)

5. zadanie zostato rozwigzane bezbtednie (4 pkt)

Ponizej zamieszczone zostaty przyktadowe sposoby przydziatu punktow za poszczegodlne fazy
rozwigzania zadan rozszerzonej odpowiedzi.

Najprostszy podziat punktéw za rozwigzanie zadania za 5 punktow wyglada nastepujgco:

1. rozwigzanie, W ktorym nie ma istotnego postepu (0 pkt)

2. zostal dokonany istotny postep W rozwigzaniu zadania, ale nie zostaty pokonane
zasadnicze trudnosci zadania (1 pkt)

3. zostaly pokonane zasadnicze trudnosci zadania, ale w trakcie ich pokonywania zostaty
popehnione btedy, usterki (2 pkt)

4. zasadnicze trudnos$ci zadania zostaty pokonane bezbtednie i zdajacy na tym poprzestat
lub blednie kontynuowat rozwigzanie (3 pkt)

5. zostaly pokonane zasadnicze trudnosci zadania, zdajacy doprowadzit rozwigzanie do
konca, jednak rozwigzanie zadania zawiera usterki (btedy rachunkowe, zgubienie
rozwigzan, brak wyboru wlasciwych rozwigzan itp.) (4 pkt)

6. zadanie zostato rozwigzane bezbtednie (5 pkt)



A oto inny przydzial punktéw w zadaniu za 5 punktow :

1.
2.

3.

6.

rozwigzanie, W ktorym nie ma istotnego postepu (0 pkt)

rozwigzanie, W ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
calkowitego rozwigzania zadania (1 pkt)

zostal dokonany istotny postep W rozwigzaniu zadania, ale nie zostaty pokonane
zasadnicze trudnos$ci zadania lub zostaly pokonane zasadnicze trudnos$ci zadania,
rozwigzanie zadania nie zostato doprowadzone do konca, ale w trakcie pokonywania
zasadniczych trudnos$ci zadania zostaty popetnione btedy, usterki (2 pkt)

zasadnicze trudnosci zadania zostaty pokonane bezbltednie i zdajacy na tym poprzestat
lub btednie kontynuowat rozwigzanie (3 pkt)

zostaty pokonane zasadnicze trudnos$ci zadania, zdajacy doprowadzil rozwigzanie do
konca, jednak rozwigzanie zadania zawiera usterki (btedy rachunkowe, zgubienie
rozwigzan, brak wyboru wlasciwych rozwigzan itp.) (4 pkt)

zadanie zostato rozwigzane bezblednie (5 pkt)

Przyktadowy sposob przydziatu punktéw w zadaniu za 6 punktow:

1.
2.

3.

7.

rozwigzanie, W ktorym nie ma istotnego postepu (0 pkt)

rozwigzanie, W ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
catkowitego rozwigzania zadania (1 pkt)

zostat dokonany istotny postep W rozwigzaniu zadania, ale nie zostaty pokonane
zasadnicze trudnosci zadania (2 pkt)

zostaty pokonane zasadnicze trudnosci zadania, rozwigzanie zadania nie zostato
doprowadzone do konca, ale w trakcie pokonywania zasadniczych trudno$ci zadania
zostaty popetnione btedy, usterki (3 pkt)

zasadnicze trudnosci zadania zostaty pokonane bezbtednie i zdajacy na tym poprzestat
lub btednie kontynuowat rozwigzanie (4 pkt)

zostaty pokonane zasadnicze trudnos$ci zadania, zdajacy doprowadzil rozwigzanie do
konca, jednak rozwigzanie zadania zawiera usterki (btedy rachunkowe, zgubienie
rozwigzan, brak wyboru wlasciwych rozwigzan itp.) (5 pkt)

zadanie zostato rozwigzane bezbte¢dnie (6 pkt)

Celem petniejszego zilustrowania sposobu oceniania zadan otwartych, na nastgpnych stronach
zamieszczone zostaty przyktady zadan wraz z rozwigzaniami, opisem sposobu przyznawania
punktow i uwagami, ktore moga by¢ przydatne w glebszym zrozumieniu przedstawionych
powyzej regul oceniania.



Przyktadowe zadania
na poziomie podstawowym
Z rozwigzaniami

Zadanie 1. (0-1)

8
Liczba 33 §/9_2 jest rowna

A 3

32
B. 39
c. 3*
D. 3

Rozwigzanie C

Zadanie 2. (0-1)

Liczba log24 jest rowna
A. 2log2+log20

B. log6+2log2
C. 2log6-logl2
D. log30-log6

Rozwigzanie B

Zadanie 3. (0-1)

Rozwigzaniem rownania ; :i Z% jest liczba
4
A. 3
3
B. 7
3
C. 3
8
D. 3

Rozwigzanie D



Zadanie 4. (0-1)

Mniejsza z dwoch liczb spelniajacych rownanie x? +5x+6=0 jest
A. -6

B. -3
C. -2
D. -1

Rozwigzanie B

Zadanie 5. (0-1)

Zbiorem rozwiazah nierdwnosci x% >5 jest
A. (—oo,—\/g)u(\/gﬁoo)
B. (—oo,—\/§>u<\/§,+oo)

C. <\/§,+oo)

D. (5,+)

Rozwigzanie B

Zadanie 6. (0-1)

Liczba 1 jest miejscem zerowym funkcji liniowej f(x)= (2 —m)x +1. Wynika stad, ze

Cow>

Rozwigzanie D

Zadanie 7. (0-1)
Rysunek przedstawia wykres funkcji y = f ().

y)\

[REY




Wskaz rysunek, na ktorym jest przedstawiony wykres funkcji y = f(x +1).

A, B.

ya yA

1 1

o 1 X o 1 X
C D.

ya VA

) 1

ol 1 X o 1 ’

Rozwigzanie D

Zadanie 8. (0-1)

., . . .. . , ., . 2
Wskaz rownanie 0si symetrii paraboli okreslonej rownaniem Y =—X"+4x-11,

A X=-4
B. x=-2
C. x=2
D. x=4

Rozwigzanie C

Zadanie 9. (0-1)

Prosta 0 rownaniu y=a ma dokladnie jeden punkt wspdélny z wykresem funkcji
kwadratowej f(X)= —x? +6x-10. Wynika stad, ze

A. a=3
B. a=0
C. a=-1
D. a=-3

Rozwigzanie C



Zadanie 10. (0-1)

Jaka jest najmniejsza warto$¢ funkcji kwadratowej f(X) = X2 +4x-3 w przedziale(0,3) ?

A T
B. -4
C. 3
D. -2

Rozwigzanie C

Zadanie 11. (0-1)

Ktore z rownan opisuje prostg prostopadta do prostej 0 rownaniuy = 4x+5?
A Y=—4x+3

1
=—=—X+3
B. Y 4
1
==x+3
C. vy )
D. Y=4x+3

Rozwigzanie B

Zadanie 12. (0-1)

Punkty A=(-13) i C=(7,9) sa przeciwlegtymi wierzcholkami prostokata ABCD. Promien
okregu opisanego na tym prostokacie jest rowny

A. 10
B. 62
C. 5
D. 32

Rozwigzanie C

Zadanie 13. (0-1)

Kat a jestostryi sina = %. Wowczas

A cosw<§
4
B c0304=§
4
C COSOcz—‘13
4
D cosw>£
4

Rozwigzanie D



Zadanie 14. (0-1)

Kat a jestostryitga = % . Jaki warunek spetnia kator ?

A a<30°
B. a=30°
C. a=60°
D. a>60°

Rozwigzanie A

Zadanie 15. (0-1)

Kat srodkowy i kat wpisany w okrag sa oparte na tym samym tuku. Suma ich miar jest
rownal80°. Jaka jest miara kata srodkowego?

A. 60°
B. 90°
C. 120°
D. 135°

Rozwigzanie C

Zadanie 16. (0-1)

Ciag (an) jest okreslony wzorem a, = (—3)n -(9— n2) dlan>1.Wynika stad, ze

A a3=-81
B. a;=-27
C. a3=0
D. a3>0

Rozwigzanie C

Zadanie 17. (0-1)

Liczby x—1, 4 i 8 (w podanej kolejnosci) sa pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciagu
arytmetycznego. Wowczas liczba x jest rowna

A 3
B. 1
C. -1
D. -7

Rozwigzanie B



Zadanie 18. (0-1)

Liczby—-8, 4 i x+1 (w podanej kolejnosci) sa pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciagu
geometrycznego. Woéwczas liczba X jest rowna

A -3
B. —15
C. 1
D. 15

Rozwigzanie A

Zadanie 19. (0-1)

Wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych, ktore sg podzielne przez 6 lub przez 10, jest
A. 25

B. 24
C. 21
D. 20

Rozwigzanie C

Zadanie 20. (0-1)

Liczba wszystkich sposobow, na jakie Ala i Bartek moga usigs¢ na dwoch sposrod pigciu miejsc
w Kinie, jest rtowna

A. 25
B. 20
C. 15
D. 12

Rozwigzanie B

Zadanie 21. (0-2)

Romuios riumania 273X 1
0ZW14Z rownanic 1—2x 2"

Rozwigzanie
1
, . , X¥F - . .
Lewa strona rownania jest okreslona dla 2 . Przenosimy wszystko na lewg strone i spro-

wadzamy utamki do wspolnego mianownika:
2—3x+1201 2(2—3x)+(1—2x):0’ 5-8x__,
1-2x 2 2(1-2x) 2(1-2x)




Stad otrzymujemy 5-8x =0, czyli . Dla tej warto$ci X obie strony rownania sg
5

X=—

8

okreslone, wigc liczba jest szukanym rozwigzaniem rownania.



Zadanie 22. (0-2)
Rozwiaz nieréwnosé x° +6x—7<0.

Rozwigzanie
Korzystajac ze wzorow na pierwiastki rownania kwadratowego lub dostrzegajac rozktad na

czymniki =~ X°+6x—7=(x+7)(x-1)x* +6x—7=x+7Tx-1),  otrzymujemy dwa

pierwiastki trojmianu kwadratowego: x, =—7, X, =1%X1 = —7, X2 =1 _ Poniewaz parabola o

réwnaniu y = x* +6x—7 ma ramiona skierowane do gory, lezy ona
ponizej osi OX migdzy swoimi miejscami zerowymi. Zatem rozwigzaniem nieréwnosci jest
przedziat domkniety (—7,1) (=7,1),

Zadanie 23. (0-2)

Oblicz najmniejsza wartosé funkcji kwadratowej f(X) = x* —6x+1 w przedziale (0,2).

Rozwigzanie
Wyznaczmy wspotrzedne wierzchotka paraboli 0 réwnaniu
y=x>—6x+1 : Mamy
Vo = — 4a = 8.
b A L .
Xy =—7—=3, y,=——=-8, Poniewaz parabola ma ramiona
2a 4a

skierowane do gory, to w przedziale (—oo,3> (—o. F3) dana funkcja maleje. Zatem maleje
takze na zawartym w nim przedziale (0,1){0,1). Wobec tego najmniejsza warto$¢ przyjmie

ona w prawym  koncu, czyli dla x=1x=1. Ta wartoscia jest

y=1-6-1+1=—4

Zadanie 24. (0-2)

O funkcji liniowej f wiadomo, ze f(1)=2 oraz ze do wykresu tej funkcji nalezy punkt
P = (- 2,3). Wyznacz wzér funkgji f.

Rozwigzanie



Funkcja f jest liniowa, wigc jej wzor mozemy zapisa¢ w postaci: f (x)=ax+bfix)=ax+b
Z warunku f (1) =2 wynika, ze 2=a+b2=a+b  Skoro punkt P nalezy do jej wykresu,
to mamy takze 3 =f(—2)=—-2a+b 3= f(-2)=-2a+b. Rozwiazujemy otrzymany uktad

rébwnan | otrzymujemy a:—%, b= Zatem szukany wzor ma

w|~N

postaé f (x)= —%X+%

Zadanie 25. (0-2)

Napisz réwnanie prostej rownolegtej do prostej o rownaniu y =2x—11 i przechodzacej przez
punkt P =(1,2).

Rozwigzanie
Wszystkie proste rownolegte do danej prostej maja taki sam wspotczynnik Kierunkowy.



Szukamy zatem prostej 0 réwnaniu postaciy =2x+b¥ = 2Xx+b | Poniewaz szukana prosta
przechodzi przez punkt P=(1,2), otrzymujemy 2=2-1+b2=2-1+b gskad b=0b=0,
Zatem prosta ta ma rownanie y = 2x¥ = 2x

Zadanie 26. (0-2)

Wyznacz roéwnanie prostej zawierajacej srodkowg CD trojkata ABC, ktorego wierzchotkami
sa punkty: A=(-2,-1), B=(6,1), C =(7,10).

Rozwigzanie

Wiemy, ze szukana prosta przechodzi przez punkt C = (7,10) oraz przez punkt
D, bedacy srodkiem boku AB. Zatem korzystajgc ze wzoru na wspoétrzedne srodka odcinka

D= 22+ 621+ 1 %I]

mamy D= (_224_ 0 ) _12+1j = (21 0) . Ze
wzoru na réwnanie proste] przechodzacej przez dwa dane punkty otrzymujemy:
(y-10)(2-7)-(0-10)(x-7)=0{y —10)2=7)- (0 - 10)x-7)=0 a

stad -5y +10x—20=0"2¥ +10x-20 =0 czyli —y+2x—-4=0-V+2x—-4 =10

Zadanie 27. (0-2)

W trojkacie prostokagtnym, w ktorym przyprostokatne maja dtugosci 2 i 4, jeden z katow
ostrych ma miare «. Oblicz Sina-Ccosa.

Rozwigzanie
Niech o bgdzie katem lezacym naprzeciwko boku o ditugosci 2, za§ B — katem lezacym
naprzeciwko boku o0 diugosci 4. Zauwazmy, ze sina=cosp Sina =cosforaz

cosa =sin £ €08 *=sinfi  wiec mamy sina-cosa =sinB-cosBSin = cos & = sinffcosf
czyli szukana wartos¢ nie zalezy od wyboru kata.
Przeciwprostokatna w danym trojkacie ma dhugosé 22 +4% =20 V2% + 4% = V20 7 definicji

funkcji trygonometrycznych otrzymujemy
sin = cos e 2 4 8 _2
8= = —— == =

Zadanie 28. (0-2)

Kat a jest ostry i sina:%. Oblicz 3+ 2tgza.



Rozwigzanie

Bl

. . -2 -2 — 1

Mamy tgg="%, wigc tg?, SN __SIn 2 - 4 ——
cosa cos’a  1-sina L (1) 15

2 47
Zatem 3+2tg’a =3+—=—.
15 15



Zadanie 29. (0-2)
lle wyrazow ujemnych ma ciag (an) okre§lony wzorem a, =n°—2n—-24 dlan >1?

Rozwigzanie

Szukamy liczb naturalnych n=1 spetniajgcych nierownos¢
n>-2n-24<on* —2n-24 <0

Zapiszmy te nierowno$¢ W postaci n> —2n+1-25<0n* —Zn+1-25 <0
(n—1)°-5 <0m-1)*-52 <0  gkad
(n-1-5)(n-1+5)<0, (n—-6)(n+4)<0n—1-5)n-1+5)<0 (n—6/n+4) <0

Poniewaz N+4>0 , otrzymujemy n<6n <6  Zatem liczba n moze przyjmowaé
jedng z pieciu wartosci: 1, 2, 3, 4, 5, czyli cigg ma pie¢ wyrazéw ujemnych.

Zadanie 30. (0-2)

Liczby 2, x—3, 8 sa w podanej kolejnosci pierwszym, drugim i czwartym wyrazem ciagu
arytmetycznego. Oblicz x.

Rozwigzanie
Mamy a, =2 oraz a, =x—3, zatem roznica ciggu wynosi r=(x—3)—2=x—5. Ponadto

8=a,=a,+3r=2+3(x-5), skad 6=3(x-5)6 =3x—5) jwkoncu X=7x=7 .

Zadanie 31. (0-2)

Wyrazami ciggu arytmetycznego (an) sg kolejne liczby naturalne, ktore przy dzieleniu przez
5 daja resztg 2. Ponadto a; =12. Oblicz a,;.

Rozwigzanie
Poniewaz doktadnie co piata liczba naturalna daje z dzielenia przez 5 reszte 2, to roéznica
danego ciggu arytmetycznego WYNOsi 5. Wobec tego
12=az=a + 2Zr= a + 10
12=a,=a,+2r=a,+10 , skad
dq =
a =2. Wobec tego

ayzs=a + 1l4r= 2+ 14 5= 72

as=a +14r=2+14.5=72



Zadanie 32. (0-2)

Dany jest prostokat 0 bokach a i b. Zmniejszamy diugos¢ boku a o0 10% oraz zwigkszamy

a
dhugos¢ boku b 0 20%. Wyznacz stosunek b jesli wiadomo, ze otrzymany prostokat ma taki

sam obwod jak prostokat wyjsciowy.

Rozwigzanie

Otrzymany prostokat ma boki dlugosci 0,9a0.9a oraz 1,2b1.2b .| Z poréwnania obwodow

obu prostokagtow otrzymujemy zwigzek

2.0,9a+2-1,2b=2a+2b2-09a+2-1,2b=2a+2b | skad 0,4b=0,2a04b=0,2a
a 4

Wobec tego %:O’—:: 25~ 052"

Zadanie 33. (0-2)
Udowodnij, ze jesli X, y sa liczbami rzeczywistymi, to x> + y® > 2xy .

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze dla dowolnych liczb x, y mamy (x — y)2 >0x-¥)*20 gkad

X®+y* >2xy , €0 konczy dowod.

Zadanie 34. (0-2)

Rzucamy dwa razy symetryczng szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo
otrzymania iloczynu liczby oczek rownego 5.

Rozwigzanie
ab

Zdarzeniami  elementarnymi  sa  pary  liczb  catkowitych(a,b) ., gdzie

1<a,b<6l=ab=6 _ mamy 36 takich par. Zdarzenia elementarne sprzyjajace to pary
(L5)(L3 oraz (51)(1). Zatem szukane prawdopodobiefistwo jest réowne



Zadanie 35. (0-4)

W ciggu arytmetycznym (a,) dane sa wyrazy: a, =4, a, =19. lle wyrazéw tego ciagu
nalezy do przedziatu (0, 200)?

Rozwigzanie
4= dq + 2r
Mamy 4=a +2r , 1 =8+r . Stad
a4 = —
3r=15r=53r=15r=5 oraz a =6 . Pytamy, dla jakich n mamy 0<a, <200
0< a 200

, czyli 0<—6+(n—1)-5<200.

Stad 6 <5(n-1) < 208, g<n—1<2—26, 1—1<n<2—11.

Pierwsza nierdwno$¢ spetniajg liczby n>3n23 | a drugg liczbhy n<42n =42  Zatem
liczb naturalnych spetniajacych obydwa warunki mamy 40 i tyle tez wyrazow ciagu lezy w
przedziale (0,200) (0, 200},

Zadanie 36. (0-4)

Punkt D lezy na boku BC trojkata rownoramiennego ABC, w ktoérym |AC| = |BC|. Odcinek
AD dzieli trojkat ABC na dwa trojkaty réwnoramienne w taki sposob, ze |AD|=|CD| oraz
|AB| = |BD| (zobacz rysunek). Udowodnij, ze[J ADC|=5-|1 ACD].



Rozwigzanie |

A

A B

Niech o =|) BAD| i B =|JACD|. Trojkaty ABD, ACD i ABC sg réwnoramienne, wigc
1 DAB|=[1 BAD|=c, |1 CAD|=[1ACD|=5
oraz [J CAB| =[] CBA/=a + 3.
Suma miar katow trojkata ACD jest rowna 180°, wigc
[ ADC| =180°~23.
Z drugiej strony | ADC|=180°—[1 ADB|, czyli 180° 24 =180°—«. Stad a =24.
Suma miar katow trojkata ABC jest rowna 180°, wige 2(a+ )+ 8 =180°, czyli
2(2+ )+ =180°. Stad 78 =180°.
Zatem |1 ADC|=180°—28=74-2/3 =58 =5-[1 ACD|. To koriczy dowdd.

Rozwiazanie Il
Oznaczmy katy « i g jak w poprzednim rozwigzaniu.

Poniewaz kat ADB jest katem zewngetrznym trojkata ADC, wigc a =273.
Rowniez kat ADC jest katem zewngtrznym trojkata ABD, wige
|D ADC| =a+a+p=2a+=40+=50= 5|D ACD| , €0 konczy dowod.



Zadanie 37. (0-2)

Oblicz sinus kata migdzy przekatng szescianu a jego ptaszczyzna podstawy.

Rozwigzanie

Rozwazmy trojkat prostokatny ABC utworzony przez przekatng AB sze$cianu, przekatng AC
podstawy szescianu oraz krawedz BC. Kat ostry « tego trdjkata jest katem migdzy przekatng
szedcianu I plaszczyzng jego podstawy. Diugosé przekatnej szeScianu 0 krawedzi dtugosci a
jest rowna a/3, wiec sinus kata « jest rowny

a 1 3

sing=—fg=—F==—

a3 3

&l

Zadanie 38. (0-4)

W graniastostupie czworokatnym prawidtowym przekatna o dlugosci d jest nachylona do
ptaszczyzny podstawy pod katem o takim, ze sina=0,2. Wyznacz objetos¢ tego
graniastostupa.

Rozwigzanie |
Przyjmijmy oznaczenia:
BD - przekatna podstawy

|DH|=h - krawedz boczna
|BH | =d - przekatna graniastostupa
|AB|=|BC|=|CD|=|DA=a
Trojkat BDH jest prostokatny, wiec
. h .1 h 1
=—,czyli ==—.Stad h=24.
sina ] czyl5 - ad h 5d

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata BDH otrzymujemy

2
BD[* = d? —h? =d2—(1dj ~ 24
5°) 25

Pole podstawy graniastostupa jest wigc rowne

1 2 1 24 12
Pwep =—=-|BD| ==-=—=d*===d>.
ABe 2| | 225 25
Zatem objetos¢ tego graniastostupa jest rowna
12 , 1 12
V =Py -h===d*-=d=—d°.
P 257 5 125

Rozwigzanie Il
Przyjmijmy oznaczenia jak w rozwigzaniu I.

Trojkat BDH jest prostokatny, wiec sing = g , czyli h=dsina . Stad h=0,2d.
W tréjkacic BDH mamy rownicz cosq :ad_ﬁ, czyli a2 =d cosa = dyf1—(0,2)2 = /0,96 .

Stad V =a2h=%-0,96d2-0,2d _0,0964°.



Zadanie 39. (0-4)

Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych czterocyfrowych takich, ze w ich zapisie
dziesietnym wystepuje jedna cyfra nieparzysta i trzy cyfry parzyste.
Uwaga: przypominamy, ze zero jest liczbg parzysta.

Rozwigzanie

Mamy do dyspozycji 5 cyfr parzystych: 0, 2, 4, 6, 8 oraz 5 cyfr nieparzystych: 1, 3, 5, 7, 9.
Musimy jednak pamigta¢, ze 0 nie moze by¢ pierwsza cyfra zapisu dziesi¢tnego liczby.
Dlatego rozwazymy dwa przypadki: a) gdy pierwsza cyfra jest nieparzysta oraz b) gdy
pierwsza cyfra jest parzysta.

W przypadku a) pierwsza cyfre mozna wybra¢ na 5 sposobdéw; kazda pozostata cyfra musi
by¢ parzysta i kazda z nich tez mozemy wybra¢ na 5 sposobow. Zatem w przypadku a) mamy

5 mozliwosci.

W przypadku b) cyfre parzysta, stojaca na pierwszym miejscu, mozemy wybrac¢ na 4 sposoby.
Na pozostatych miejscach mamy rozmiesci¢ jedng cyfre nieparzysta oraz dwie cyfry parzyste.
Miejsce dla cyfry nieparzystej mozemy wybra¢ na 3 sposoby; na pozostatych dwoch
miejscach umiescimy cyfry parzyste. Cyfre na kazdym z tych trzech miejsc mozna wybra¢ na
5 sposobow. Zatem w przypadku b) mamy 4.3.5° =12.5%4 3 5% =12-5% mozliwosci.

W obu przypadkach lacznie otrzymujemy 5°+12.5°=(5+12)-5°=17-125=2125 liczb

spetniajacych warunki zadania.

Zadanie 40. (0-4)

Z pojemnika, w ktorym jest pie¢ losow: dwa wygrywajace i trzy puste, losujemy dwa razy po
jednym losie bez zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo, ze otrzymamy co najmniej jeden
los wygrywajacy. Wynik przedstaw w postaci utamka nieskracalnego.

Rozwigzanie | (model klasyczny)

Oznaczmy przez w,, w, losy wygrywajace, a przez p,, p,, p, losy puste. Wszystkie wyniki
losowania dwoch loséw bez zwracania mozemy przedstawi¢ w tabeli: wynik pierwszego
losowania wyznacza wiersz, a wynik drugiego losowania - kolumne, W przecigciu ktorych
lezy pole, odpowiadajace tej parze losowan. Pola potozone na przekatnej odrzucamy, gdyz
odpowiadatyby one wylosowaniu dwukrotnie tego samego losu, a to jest niemozliwe, gdyz
losujemy bez zwracania.

Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu dwoch loséw, wsrod ktorych co
najmniej jeden jest wygrywajacy. Zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A
zaznaczamy w tabeli krzyzykiem (x).

Wy | Wy | P | P | Ps

W, X X X X




P, X X

Ps | x X

Mamy wiec 20 wszystkich zdarzen elementarnych, czyli |©Q[=20, oraz 14 zdarzen

elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A, czyli |A =14.
Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest zatem rowne P(A)= H __7

|Q| 20 10
Rozwigzanie Il (metoda drzewa)
Losowanie z pojemnika kolejno dwoch loséw bez zwracania mozemy zilustrowac za pomoca
drzewa, gdzie w oznacza wylosowanie losu wygrywajacego, a p - losu pustego. Pogrubione
galtezie drzewa odpowiadajg zdarzeniu A polegajacemu na wylosowaniu dwoch losow, wsrod
ktorych co najmniej jeden jest wygrywajacy. Na odcinkach drzewa zostaty zapisane
odpowiednie prawdopodobienstwa.

Zatem prawdopodobienstwo zdarzenia A jest rowne
2 2+6+6 14 7

p(a)=2.1, 17
54 20 20 10

32
+=—=
S5 4

arlN
Mlw

Zadanie 41. (0-3)
Wykaz, ze prawdziwa jest nierowno$¢ 2% +1++/2%° -1 < 2%,

Rozwigzanie |
Dla dowodu przeksztalcimy W sposob rownowazny teze.

Poniewaz obie strony danej nieréwnosci v2%° +1++/2%° —1 < 22 sg dodatnie, mozemy je
podnies$¢ do kwadratu. Otrzymujemy kolejno:

(\/250 1442 —1)2 <(2*)
2% 414 2.2% 41420 14 2% 1< 2%

2.2% 4 2\/(25o ~1)(2% +1) <2

2 ,2100 _1 < 252 _251
'2100 _1 < 250.

Obie strony tej nierownosci sa takze dodatnie, wigc podnoszac je do kwadratu otrzymujemy
2100 _1< 2100

Otrzymana nieréwnos¢ jest oczywiscie prawdziwa, a zatem dana w zadaniu nierowno$¢ jest

réwniez prawdziwa, co konczy dowod.




Rozwigzanie Il

a=+v250 31

Oznaczmy a=+2%°+1, b=+2"-1. Zauwazmy, ze dla dowolnych

liczb a, b, takich, ze a=b, mamy (a—b)* >0, skad a’+b* > 2ab
Wobec tego (a+b)’ =a”+b’ +2ab <a’+b’ +a’ +b* =2(a” +b*) =2(2% +1+ 2 -1) = 2%,

Stad a+b<2% =2%a+b =252 = 2% g konczy dowod.

Zadanie 42. (0-5)

W roku 2015 na uroczystosci urodzinowej kto$ spytat jubilata, ile ma lat. Jubilat
odpowiedziatl: jezeli swoj wiek sprzed 27 lat pomnoze przez swoj wiek za 15 lat, to otrzymam
rok swojego urodzenia. Oblicz, ile lat ma ten jubilat.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez x obecny wiek jubilata (w latach). Wowczas wiek jubilata sprzed 27 lat jest
rowny X-27, wiek, jaki bedzie miat za 15 lat, jest rowny x+15, a rok jego urodzenia to 2015-x.
Mamy wigc rownanie (X — 27)(X +15) =2015-x.

Po uporzadkowaniu otrzymujemy x* —11x—2420=0.

Rozwigzaniami tego réwnania sg liczby x=55, x =—44.

Stad wiemy, ze jubilat w roku 2015 obchodzi 55. urodziny.



Przyktadowe zadania
na poziomie rozszerzonym
Z rozwigzaniami

Zadanie 1. (0-1)

Funkcja okreslona wzorem f (x) = |x —3| —4 dla wszystkich liczb rzeczywistych

nie ma miejsc zerowych.

ma doktadnie jedno miejsce zerowe.
ma doktadnie dwa miejsca zerowe.
ma wigcej niz dwa miejsca zerowe.

OOw>

Rozwigzanie: C

Zadanie 2. (0-3)

3(1—m).

Niech m=1log,, 7. Wykaz, ze log, 27 =
m

Rozwigzanie (I sposob)

Zauwazmy, ze log, 21= ! =l.
log,, 7 m
Zatem
log, 27 = log, 3* = 3log, 3=3log, (%lj =3(log, 21-log, 7) = 3(%—1) = 3_—?m :

To konczy dowod.

Rozwigzanie (Il sposob)
Zauwazamy, ze

3(1-m
3@-m) = 3(3—1] =3(log, 21-1) =3(log, 21—log, 7) = 3log, 271 =log, 3’ =log, 27,
m m

co konczy dowad.

Zadanie 3. (0-2)

Oblicz najmniejsza liczbe naturalng n spetniajacg nierownosé

2n-10 2[_1
3n+1 3| 30°

Rozwigzanie
2n-10 2

3n+l 3
3(2n-10)-2(3n+1)| 1

| 33+l | 30

32
3(3n+1)

< % . Przeksztatcamy ja W sposdb rownowazny:

Rozwigzujemy nier6wnos¢

1

<
30




32 1
<_1
3(3n+1) 30
3n+1>320,
n >1061.
3

W powyzszych przeksztalceniach dwukrotnie skorzystaliémy z tego, ze 3(3n +l) >0, Zatem

najmniejszg liczba naturalng spetniajaca podang nierownos¢ jest n=107 .

Zadanie 4. (0-2)

Réwnanie X2 +48x+2 =0 ma dwa rozwiazania Xy, X, . Liczba iz + iz jest liczbg catkowita
XX
dodatnig. Znajdz t¢ liczbg. Zakoduj cyfry setek, dziesigtek i jedno$ci otrzymanego wyniku.

Rozwigzanie

Korzystajac ze wzorow Viéte’a otrzymujemy: X, + X, =—48 oraz x; - x, =2.
11 XX (% +%)" —2%%, _ (—48)° —2.2 -
XX X% (% %)’ 2’ '

Nalezy zakodowac cyfry 5, 7, 5.

Zadanie 5. (0-2)

Wielomian W (X)=x*+2x*~5x*~6px+9 jest podzielny przez dwumian x—1. Oblicz p.

Zakoduj pierwsze trzy cyfry po przecinku nieskonczonego rozwinigcia dziesigtnego
otrzymanego wyniku.

Rozwigzanie
W () jest podzielny przez x—1, zatem W (1)=0. W (1)=7-6p. Stad p=1,166....
Nalezy zakodowac cyfry 1, 6, 6.

Uwaga
Nalezy zakodowac cyfry otrzymanego wyniku, a nie wyniku przyblizonego, zatem cyfry 1, 6,
6,aniel, 6,7.

Zadanie 6. (0-3)
Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej k liczba k (k +1)(k +9)(k* +1) jest podzielna przez 5.

Rozwigzanie
lloczyn jest podzielny przez 5, jezeli co najmniej jeden z czynnikow jest podzielny przez 5.
Jezeli k =5l (I jest liczba catkowitg), to pierwszy czynnik jest podzielny przez 5.

Jezeli k =51 +1, to czynnik (k+9)=5l1+10=>5(1+2) jest podzielny przez 5.
Jezeli k =51 +2, to czynnik (k*+1) = 251" +20l +4+1=5(5I° + 4l +1) jest podzielny przez
5.



Jezeli k =51 +3, to czynnik (k2 +1) =251°+301 +9+1= 5(5I2 +6+2) jest podzielny przez 5.
Jezeli k =51 +4, to czynnik (k+1)=5l+4+1=5(1+1) jest podzielny przez 5.

Zadanie 7. (0-2)
Udowaodnij, ze jesli a>0 i b>0 oraz a+b=1,t0 ab< % .

Rozwigzanie (I sposob)
Korzystamy z nieréwnos$ci miedzy $rednig arytmetyczng i geometryczng:

a+b 1
ab<—==,
Vab 2 2
czyli
absl.

To konczy dowod.

Rozwigzanie (Il sposob)

Z zatozenia mamy b =1-a. Przeksztalcamy nierownos¢ ab < 2 W sposob réwnowazny

1
l1-a)<—,
a(i-a)<
az—a+320,
4

2
(a—lj >0.
2

Ta nierowno$¢ jest prawdziwa. To konczy dowad.

Rozwigzanie (Il sposob)

1
Oznaczmy: a:5+x, b:%—x. Wowczas

1 1 1, 1
ab=| =+X|| ==X |===X"<=,
(2 j(Z j 4 4

Zadanie 8. (0-5)

co konczy dowod.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych funkcja f okreslona wzorem
f(x)=(m*=1)x*=2(1-m)x+2
przyjmuje wartosci dodatnie dla kazdej liczby rzeczywistej.

Rozwigzanie

Funkcja f(x)=(m*-1)x*—2(1-m)x+2 w zaleznosci od parametru m jest liniowa lub
kwadratowa. Rozwazmy dwa przypadki:

1. Gdy m*-1=0, to funkcja f jest liniowa.



1. Dla m=-1 funkcja ma wzor f(x)=—-4x+2, wigc m=-1 nie spelnia warunkoéw
zadania.
2. Dla m=1 funkcja ma wzor f(x)=2, wigc m=1 spetnia warunki zadania.

2. Gdy m*-1=0, to funkcja f jest kwadratowa. Funkcja kwadratowa przyjmuje warto$ci
dodatnie dla kazdej liczby rzeczywistej x, gdy parabola bgdaca jej wykresem lezy w

catosci nad osig Ox. Funkcja f(x):(m2 —1) x> —2(1-m)x+2 ma t¢ wiasnos¢, kiedy

zachodzg warunki:
1. m*-1>0,
2. A<O.

Pierwszy warunek jest spetniony dla m e (—o0,—1)U(1,+0).
Warunek A <0 jest spelniony, gdy
4(1-m) -8(m*-1)<0,
(m—l)2 -2(m-1)(m+1)<0,
(m-1)(m-1-2m-2)<0,
(m-1)(-m-3)<0,
—(m-1)(m+3)<0,
m e (—o0,—3)U(1 +0).
Zatem funkcja kwadratowa przyjmuje wartosci dodatnie dla m e (—o0,—3) U (1, +0).

Uwzgledniajac oba przypadki, otrzymujemy m & (—o0,~3)U(1,+0).

Zadanie 9. (0-1)

. . =bx . ,
Granica lim —— jest rowna

x>-3 X+3
A. —oo
B. 0
C. 6
D. 4+

Rozwigzanie : A

Zadanie 10. (0-2)

ol
Oblicz lim ~2-*31,
- (1-4n)
Zakoduj pierwsze trzy cyfry po przecinku rozwinigcia dziesi¢tnego otrzymanego wyniku.
Rozwigzanie
3
n’ [—2 + j

_2n3 2

Obliczamy granice  lim =200 _jim— " J_ 1 _4 03195,

n—oo (1_4n)3 n—o0 n3 (1_4]3 32

n

Poniewaz é =0,03125, wigc nalezy zakodowac cyfry: 0, 3, 1.



Zadanie 11. (0-2)

Dany jest nieskonczony cigg geometryczny (an) 0 wyrazach dodatnich taki, ze aﬁ%

a, = % Oblicz sum¢ wszystkich wyrazow tego ciggu.

Rozwigazanie

. . . . S, 3 1 . .
Pierwszy wyraz i trzeci wyraz tego ciagu sa odpowiednio rowne: a, = 7 a3 Poniewaz

4 .
aszai-qz, stad Q° =%=§. Zatem qz—g lub ng. Wyrazy ciggu sg dodatnie, wiec

2
q :%. Poniewaz |q| =|§ <1, wiec

3
s_ & _ 4 _
1-

q 1_3

Mlw
=W
N

w

Suma S wszystkich wyrazoéw nieskonczonego ciggu geometrycznego (an) 0 wyrazach

dodatnich jest rowna: S = %

Zadanie 12. (0-2)

2x* +15

Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(x) = 5

dla wszystkich liczb rzeczywistych X,

takich ze x = —/6 i x /6. Oblicz wartos¢ pochodnej tej funkcji w punkcie x =1.
Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwinigcia dziesigtnego
obliczonego wyniku.

Rozwigzanie
Obliczamy pochodna:

(x)= (2x4 +15), (6—x2)—(2x4 +15)(6— xz)' _

(6]

8x® (6— x2)+ 2x(2x4 +15) ~ 2x(—2x4 +24x? +15)

(o) (6]

2(-2+24+1 .
)= ( +2+ 5):237:E:2,96.
(5) 25 25

Nalezy zakodowac cyfry: 2, 9, 6.



Zadanie 13. (0-3)

Dana jest funkcja f okreSlona wzorem f(x)=4x’-2x+1 dla wszystkich liczb

rzeczywistych. Uzasadnij, ze prosta | 0 rownaniu 10x—y+9=0 jest styczna do wykresu
funkgji f.

Rozwigzanie

Zapisujemy réwnanie prostej | w postaci kierunkowej y =10x+9.

Wyznaczamy pochodna funkeji f: f'(x)=12x*-2.

Zauwazamy, ze dla X=-1 oraz dla X=1 pochodna funkcji f ma wartos¢ 10 i réwna sie
wspotczynnikowi Kierunkowemu prostej I.

Obliczamy warto$¢ funkcji f w punkcie x=—1: f(-1)=-1 oraz w punkcie x=1: f(1)=3.
Punkt 0 wspotrzednych (—1,—1) lezy na prostej I, natomiast punkt 0 wspotrzednych (1,3) nie
lezy na tej prostej. Zatem prosta o rownaniu 10x—y+9 =0 jest styczna do wykresu funkcji f,
co konczy dowod.

Zadanie 14. (0-7)

Rozpatrujemy wszystkie ostrostupy prawidtowe trojkatne, w ktorych suma promienia okregu
opisanego na podstawie ostrostupa i wysokosci tego ostrostupa jest rowna 24. Wyznacz
promien okrggu opisanego na podstawie tego z ostrostupow, ktory ma najwicksza objetosc.
Oblicz t¢ objetosc.

Rozwigzanie

Oznaczamy:

A, B, C - wierzchotki podstawy ostrostupa.

S - wierzchotek ostrostupa.

O - érodek okrggu opisanego na podstawie ostrostupa.

Niech x=|AO|=|BO|=|CO| oznacza promier okregu opisanego na podstawie ostrostupa
oraz h= |SO| oznacza wysoko$¢ tego ostrostupa. Wowczas X+h=24,

AB]- 3

Wysokos¢ AD w trojkacie ABC jest rowna |AD|=—_-——. Zatem promien X okregu

2
|AB|\/3 |AB|3
R , stad

opisanego na trojkacie ABC (podstawie ostrostupa) jest rowny: X =§

3x2\3

|AB| = X«/3. Wyznaczamy pole podstawy ostrostupa: P =

4
Ponadto z rownosci X+h =24 otrzymujemy h=24-x, gdzie 0<x<24.
2
Zatem objeto$¢ tego ostrostupa jest okreSlona wzorem: V = % 3X4\/§ (24-x), czyli

NG

v =T(—x3 +24x2) :

Nalezy obliczy¢, dla jakiego X spelniajacego nierownos¢ 0<x <24 funkcja V okreSlona

N

wzorem V (X)= T(_XS + 24x2) przyjmuje warto$é¢ najwicksza.



Rozwazamy funkcje f (X) =—x>+24x* okreslong dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Wyznaczamy pochodna tej funkeji f: f'(x)=-3x"+48x.
Nastegpnie obliczamy miejsca zerowe pochodnej: x, =16, x, =0. Ponadto:
o f'(X) <0 w kazdym z przedziatow (—00,0) oraz (16,+oo),
e f'(x)>0 wprzedziale (0,16).
Zatem funkcja f jest malejagca W kazdym z przedziatow (—oo,O> oraz <16, +o0) i rosnaca

w przedziale (0,16).
Poniewaz V(X):?f(x) dla xe(0,24), wiec w przedziale xe(0,24) funkcja V (x) ma

ekstremum w tym samym punkcie, w ktorym funkcja f(x). Stad wynika, ze w punkcie
X =16 funkcja V przyjmuje warto$¢ najwiekszg.

Objetosc¢ ostrostupa jest rowna: V = ?(—163 +24-16° ) =51243.

Objetos¢ ostrostupa prawidlowego trojkatnego jest najwigksza i réwna V =5124/3, gdy
promien okregu opisanego na podstawie jest rowny 16.

Zadanie 15. (0-7)

Rozwazamy wszystkie prostokaty, ktorych dwa wierzchotki leza na odcinku AB, gdzie
A=(-14) i B=(14), a pozostale dwa na paraboli 0 réwnaniu y=2x"+2 (zobacz
rysunek). Wyznacz wymiary tego z prostokatow, ktory ma najwieksze pole. Oblicz to pole.

16 )
y=2x"42

]




Rozwigzanie
Niech punkty C i D leza na paraboli y=2x*+2, a punkty E i F leza na odcinku AB (zob.
rysunek). Oznaczmy przez X odlegtos¢ punktu D od osi Oy.

A
Yy

y=2.7;2+2

Wowczas punkt D ma wspotrzgdne D= (X, 2X% + 2), punkt C ma wspotrzedne
C :(—X,2X2 +2). Punkty E i F lezg na prostej o rownaniu y = 4, zatem ich wspotrzedne sa
rowne: E=(x,4) i F=(-x,4).

Wyznaczamy dtugosci bokow CD i DE prostokgta CDEF:

|CD|=2x oraz |DE|=2-2x" dla 0<x<1.

Zatem pole prostokata CDEF jest okreslone wzorem: P(x)= 2x-(2— 2x2) , czyli
P(x)=-4x’+4x dla 0<x<1.

Rozwazamy funkcje f (X) =—4x° +4x okreslong dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Wyznaczamy pochodna tej funkcji f: f'(x)=-12x"+4.

Nastepnie obliczamy miejsca zerowe pochodnej: x :ﬁ, X, :_ﬁ.
3 3
Ponadto:
o f'(X) <0 w kazdym z przedziatow (_oo _ﬁJ oraz (ﬁ +OOJ,
L 3 3 y

o f'(x)>0 w przedziale (_ggJ



Zatem funkcja f jest malejaca w kazdym z przedziatow L—oo, —§> oraz <£,+w} | rosngca
3

w przedziale <_£ £>

Poniewaz P(x)=f(x) dla xe(0,1), wiec w przedziale xe(0,1) funkcja P(x) ma
ekstremum w tym samym punkcie, w ktorym funkcja f(x). Stad wynika, ze w punkcie

Ne

X= 3 funkcja P przyjmuje warto$¢ najwickszg.

2
Obliczamy wymiary prostokata: |CD|= J_ , |DE|=2- 2(?] %

x/_4 8\/3

Najwigksze pole ma prostokat 0 wymiarach —— '3 Jest ono réwne o

Zadanie 16. (0-7)

Rozpatrujemy wszystkie trapezy réwnoramienne, W ktorych kréotsza podstawa ma dtugosé 5 i
kazde z ramion tez ma dtugos$¢ 5. Oblicz dlugo$¢ dhuzszej podstawy tego z rozpatrywanych
trapezow, ktory ma najwieksze pole. Oblicz to pole.

Rozwigzanie
Niech 2x+5 oznacza dlugos¢ dtuzszej podstawy, a h wysokos¢ trapezu.

Pole tego trapezu jest okreslone wzorem

P:2'52+2X-h=(5+x)-h i 0<x<5.

Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy zalezno$¢ x?+h? =52, stad h=+/25-x> .

Pole tego trapezu jest okreslone wzorem
=(5+X)V25-x* = \/(5+ x)2 ~(25—x2) =

= \/(5+ x)3 (5—x) = J=x* —10x® + 250 + 625,

gdzie 0<x<5.
Nalezy obliczy¢, dla jakiego X spehiajacego nieréwnos¢ 0<x<5 funkcja P okreslona

wzorem P(x)= J=x* —10x® + 250% + 625 przyjmuje warto$¢ najwieksza.



Poniewaz funkcja pierwiastkowa (Y= \/'E ) jest rosngca, wigc wystarczy zbada¢ funkcje
f (x) =-x"—10x’ + 250x + 625. Wyznaczamy pochodna tej funkcji:

f'(x)=-4x>-30x* +250.
Nastegpnie obliczamy miejsca zerowe pochodnej: x, =-5, X, = g
Ponadto:

° f’(X) <0 w kazdym z przedzialow (—oo,—5) oraz (g,+ooJ :
, . 5
o f'(x)>0 w przedziale (—5, Ej
Zatem funkcja f jest malejgca w kazdym z przedziatow (—oo, —5) oraz <g : +00J

i rosngca W przedziale <—5,g>.

Poniewaz P(x):ﬂ/f(x) dla xe(0,5), wigc w przedziale xe(0,5) funkcja P(x) ma

ekstremum w tym samym punkcie, w ktérym funkcja f(x). Stad wynika, ze w punkcie

X= g funkcja P przyjmuje warto$¢ najwigksza.
Zauwazmy Wreszcie, ze jezeli X = g , 1o 2x+5=10. Zatem dtuzsza podstawa ma dtugos¢ 10.

Obliczamy najwigksze pole trapezu dla x :g :

P(x)=(5+g]- 25—(%2 =E-g«/_=§4§.

2 2
Najwigksze pole ma trapez, ktorego dtuzsza podstawa ma dtugosé¢ 10. Pole tego trapezu jest

75\3

rowne .
4

Zadanie 17. (0-3)

Dany jest trojkat ABC i prosta k styczna w punkcie A do okrggu opisanego na tym trojkacie.
Prosta BC przecina prosta k w punkcie P. Dtugos$ci odcinkow sa odpowiednio rowne: |AC| =
12,|CB| =9, |BP| = 17.

Oblicz dlugos¢ odcinka AB. Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku
rozwini¢cia dziesigtnego otrzymanego wyniku.

Rozwigzanie (I sposob)
Niech S oznacza $rodek okregu opisanego na tréjkacie ABC i niech o =|J PAB|. Kat PAS
jest prosty, wigc |D BAS| =90° -« . Trojkat ABS jest rownoramienny, zatem

[ ASB|=180°-2-[1 BAS|=180°-2-(90°-«a) = 2a.



Z twierdzenia o kacie srodkowym i wpisanym opartych na tym samym tuku wynika, ze
[1ACB| = |1 ASB| =20 =a.

Oznaczmy |AB|=x oraz |PA| =
Trojkaty APB i CPA sa podobne, gdyz |D PAB|:|D PCA| I kat przy wierzchotku P jest
wspolnym katem tych trojkatow. Zatem
|PA| _|PB|
lpc] [PAI
y 17
%y
y> =17-26.

Stad y =+/17-26 . Z podobiefistwa trojkatow APB i CPA otrzymujemy tez

|AB| |CA|
ERE
x 12
y 26
Zatem x = 22Y _12N17-26 12*/_—9,7032...
26 26 J26

Kodujemy cyfry: 9, 7, 0.

Rozwigzanie (Il sposob)

Z twierdzenia 0 kacie miedzy styczng a cieciwag wynika, ze katy PAB i ACB sg roéwne.
Ponadto kat przy wierzchotku P jest wspolnym katem trojkatow APB i CPA. Zatem te
trojkaty sa podobne.

Stad majac dane: |AC| = 12, |CB| =9, |BP| = 17 i oznaczajac |AB| = X, |AP| =y, otrzymujemy:
[PA_Pg]
Pc| [PA]
y 17
%y
y> =17-26.
Zatem y =+/17-26. Z podobienstwa trojkatow APB i CPA otrzymujemy tez
|A8| _|cA
PAl " [PC|’
x 12
y 26

Stad x =9,7032...

_12y _12\17-26 _1217
26

26 J26
Kodujemy cyfry: 9, 7, 0.



Zadanie 18. (0-6)
Dany jest trojkat prostokagtny ABC 0 kacie prostym przy wierzchotku C i obwodzie réwnym
2p. Na prostej AB obrano punkty D i E lezace na zewnatrz odcinka AB takie, ze
|AD|=|AC| i |BE|=|BC| (zobacz rysunek).

Wykaz, ze promien okregu opisanego na trojkacie ECD jest rowny p~/2.

Rozwigzanie
Niech a =|J BAC|, B =|1 ABC| (zobacz rysunek).

Katy CAD i CBE to katy przylegte odpowiednio do katéw BAC i ABC trojkata ABC, wigc
|J CAD|=180°-« oraz | CBE|=180°- 3.
Trojkaty CAD i CBE sg rownoramienne, wigc
180°—(180°—«)
2
Zatem miara kata ECD jest rowna

) ECD| =[] DCAl+90°+ |1 ECB| = £+ 90°+ £ 900+ L (0 + ).
2 2 2

-2 oraz |1 ECB|= —(80°-p) _p.
2 2 2

1 DCA| =

Stad
[ ECD|= 90°+%(a +B)=135°.
Z twierdzenia sinusoéw dla trojkata ECD wynika, ze
[ED| _
sin(] ECD
gdzie R to promief okregu opisanego na tréjkacie ECD. Poniewaz |[ED|=a+b+c=2p i

sinl] ECD =5in135° =sin (180°—45°) =sin 45° = ﬁ wiec

TN

2R:2

ols

Stad R = p«/2, co koniczy dowdd.



Zadanie 19. (0-3)

Rami¢ AD trapezu ABCD (w ktorym AB|CD) przedtuzono do punktu E takiego, ze
|AE|=3:|AD|. Punkt M lezy na podstawie AB oraz |[MB|=4-|AM|. Odcinek ME przecina
przekatng BD w punkcie P (zobacz rysunek).

Udowodnij, ze |BP|=6-|PD|.

Rozwigzanie
Niech N oznacza punkt przecigcia odcinka EM z prostag DC.

Trojkat AME jest podobny do trojkata DNE (katy MAE i NDE sg rowne oraz katy AME i
DNE s3 rowne, gdyz proste AB i DC sa rownolegte). Stad
|AM| _|DN|

|AE| |DE|’

ale |AE|=3-|AD], wice [DN| = =-[AM].



Trojkat MBP jest podobny do trojkata NDP (katy MBP i NDP sg réwne oraz katy BMP i
DNP, gdyz proste AB i DC sg rownolegle). Stad

[BP| _ |DP|
B ~[on]
ale [BM] = 4-|AM], wige ||~ £ 1AMLIDPL_ 1AM ] 1y g 0y
DN IAm|

To konczy dowod.

Zadanie 20. (0-4)

Okrag jest styczny do osi Ox w punkcie A=(2,0). Punkt B=(-1,9) lezy na tym okregu.
Wyznacz rownanie tego okregu.

Rozwigzanie
Niech S =(a,b) bedzie srodkiem szukanego okregu. Poniewaz okrag ten jest styczny do osi

Ox w punkcie A=(2,0), wiec S =(2,b). Z definicji okregu wynika, ze |AS|=|BS|, czyli
(2-2)" +(b-0)" =(2+1)" +(b-9)".
Stad

b> =9+b’ -18b+81,
b=5.

Zatem S = (2,5) , @ roOwnanie okregu ma postac (X—2)2 +(y—5)2 =25.

Zadanie 21. (0-5)
Okrag 0 $rodku S = (3, 2) lezy wewnatrz okregu 0 rOwnaniu (X — 6)2 + ( y —8)2 =100 i jest do

niego styczny. Wyznacz rownanie prostej stycznej do obu tych okregow.

Rozwigzanie
Srodkiem okregu 0 réwnaniu (X—6)2 +(y—8)2 =100 jest punkt S, = (6,8), a promien tego
okregu jest rowny 10. Srodki S i S; okregéw leza na prostej 0 rownaniu y =2x—4 .

Szukana styczna jest prostopadta do tej prostej, wigc ma réownanie postaci y =—%x+b.
Odlegto$¢ srodka S, =(6,8) od stycznej jest rowna 10, zatem

‘1-6+8—b

2|

2
(1j +12
2
|11—b|:10-\/§,
4

[11-b|=5V5.

=10>



Stad 11-b =55 lub 11-b=-55, czyli b=11-55 lub b=11+55. Otrzymujemy wicc
dwie proste 0 rownaniach y = —%x+ll—5«/§ oraz y= —% X+11+54/5.

Odlegtos¢ srodka S od prostej 0 réwnaniu y = —% X+11-54/5 jest rowna
‘;~3+2+11—5J§‘
2 =
J[lj +1?
2

Poniewaz ? 5-10<10, wigc ta prosta jest szukang styczna.

?J@—lo-

Zadanie 22. (0-1)

Réwnanie sin® x =sin x w przedziale (0, z)

A. ma doktadnie 1 rozwigzanie.
B. ma doktadnie 2 rozwigzania.
C. ma doktadnie 3 rozwigzania.
D. nie ma rozwigzan.

Rozwigzanie
Przeksztalcamy rownanie sin®x=sinx do postaci sinx-(sinx—1)=0, zatem sinx=0 lub

sinx=1. Rozwigzaniami réwnania Sinx=0 w przedziale (0,7) jest x=0 oraz X=7, a
. . , . - - T , . . . -
rozwiazaniem réwnania Sin X =1 jest x = > Stad rownanie sin? x =sinx w przedziale (0, )

ma doktadnie 3 rozwigzania.
Zdajacy powinien zaznaczy¢ odpowiedz C.

Zadanie 23. (0-4)
Rozwiaz rownanie SIN5X—C0s2X+sinx=0.

Rozwigzanie
Przeksztalcamy rownanie, korzystajac ze wzoru na sume sinuséw: 25iN3xc0s2x—c0s2x=0.
Stad cos2x-(2sin3x—1)=0. Zatem c0s2x=0 lub 2sin3x-1=0.

Rozwiazaniami rownania Sin5X—c0s2x+sinX=0 sa liczby: x = % + k77r , gdzie K jest liczbg

catkowita, lub X:%+2kTﬂ-, gdzie k jest liczba catkowita, lub x:i—g+2kTﬂ, gdzie k jest

liczba catkowita.



Zadanie 24. (0-3)

Wykaz, ze dla kazdego kata @ prawdziwa jest rownosé: 4(sin® a +cos® ar) =1+3cos’ 2a

Rozwigzanie
Korzystajac z tozsamosci

a®+b° =(a’+b’)(a’ —a®’ +b*)=(a’ erz)-((a2 +b2)2 —3a2b2),
przeksztalcamy wyrazenie 4(sin® & +cos® &) i otrzymujemy:
4(sin® & +cos® ar) = 4(sin’ & + cos’ oz)((sin2 a +cos? a)z —3sin? a cos? a) =
=4(1-3sin’ crcos’ a).

Przeksztalcamy teraz prawa strong rownosci, korzystajac ze wzoru na cosinus kata
podwojonego.

1+3c0s? 20 =1+ 3(cos2 a —sin? a)2 :1+3((cos2 a +sin? a)z —4sin? a cos? a) -

=1+ 3(1—4sin2 o cos? a) —4-12sin> ¢ cos’ o = 4(1—33in2 a cos? a).

To konczy dowod.

Zadanie 25. (0-2)
Rozwigz nierownos¢ cos5x > % dla —z<x<rx.

Rozwigzanie

. .y . 1
Rozwigzujemy nierOwnos¢ cos5x > >

Zatem —% +2kzr <5x < %+ 2k, gdzie Kk jest liczbg catkowita, czyli

—£+2k—ﬂ <X< £+2k—ﬂ , gdzie k jest liczbg catkowita.
15 5 5
Rozwigzaniami tej nierownosci dla —z < x < 7 sa:
137 11z i S5z /4 V4 o 1
——<x<——lub ———=<x<—-=lub ——<x<—= lub == <x<-—=lub
15 15 15 15 5 15
11z 137
15 15

Zadanie 26. (0-3)

Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny. Kat o jest katem miedzy dwiema sgsiednimi
$cianami bocznymi. Kat B jest katem przy podstawie $ciany bocznej (tzn. katem miedzy
krawedzig podstawy i krawedzig boczng ostrostupa).

Wykaz, ze cosa-tg°f=—1.



Rozwigzanie
Oznaczmy: a — dlugos¢ krawedzi podstawy, h — wysoko$¢ $ciany bocznej poprowadzona z
wierzchotka podstawy, ¢ — dlugos¢ odcinka taczacego wierzchotek podstawy ze spodkiem
wysokosci h.

Na podstawie twierdzenia cosinusow mamy:
2
(aﬁ) =h?+h*~2h-h-cosa.

Stad
2 a2
cosa =
h2
Na podstawie twierdzenia Pitagorasa mamy
c®=a’-h’.

Ponadto
2

tg/3 _h , a stad wynika, ze tg° :h_2
c C

Obliczamy zatem

he-a? b —(a*-h*) ¢

cosa -tg°f = T = = =-1.

2
C
To konczy dowod.

Zadanie 27. (0-4)

W ostrostupie prawidtowym trojkatnym krawedz podstawy ma dlugos¢ a. Plaszczyzna
przechodzaca przez krawedz podstawy i srodek wysokosci tego ostrostupa jest nachylona do
ptaszczyzny podstawy pod katem « . Wyznacz objetos¢ i pole powierzchni bocznej tego
ostrostupa.

Rozwigzanie

Wprowadzamy oznaczenia:

A, B, C - wierzcholki podstawy ostrostupa
W - wierzchotek ostrostupa

M - srodek boku |AB|

O - spodek wysokosci

S - $rodek wysokosci [OW|

W trojkacie rownobocznym ABC mamy:

A8|=a. fou|-252, jom|=Liom -2,
Stad
(0S|=|OM|-tga, czyli [ow| = 2.08| = zitg zitga,
Zatem
2 3
V- 1.a_3.i. _2 ga



Nastepnie
2 _ 332 2 a2 8.2 2 2
IMW > =|oM[* +|ow [’ = 6 oty W= ot a—lz (1+4t9%),

IMW| = \/5\/1+4tg \/_\/1+4tg a

i stad otrzymujemy

Zadanie 28. (0-4)

Dany jest szeScian ABCDEFGH o0 krawedzi rownej 1. Punkt S jest srodkiem krawedzi
DH . Odcinek DW jest wysokoscig ostrostupa ACSD opuszczong z wierzchotka D na
sciang ACS. Oblicz dtugosci odcinkow AW, CW i SW.

Rozwigzanie

Laczymy punkty A i S, AiC oraz C i S.Niech T oznacza punkt przecigcia przekatnych
AC i BD podstawy tego sze$cianu.

Punkt S lezy na krawedzi DH , wiec AS =CS, a zatem trojkgt ACS, stanowigcy podstawe
ostrostupa ACSD, jest trojkatem rownoramiennym. Wynika stad, ze odcinek ST jest
wysoko$cig tego trojkata. Diugo$¢ odcinka ST obliczamy stosujgc twierdzenie Pitagorasa do
trojkata prostokatnego TSD :

» 2
|ST|2 :|SD|2+|DT|2 :(%j +(%J , czyli |ST|=§.

Odcinek DW  jest wysokoscig trojkata prostokgtnego TDS  poprowadzong do
przeciwprostokatnej TS . Dlugos$¢ odcinka DW obliczymy zapisujgc na dwa sposoby pole
trojkata TDS :

~+{sD[-TD| = 2-{sT|-|ow],

1 2

E 2 2 6

IDW| = %
2

Stad i z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do trojkata prostokgtnego SWD wynika, ze:

ORI

Wysoko$¢ ST trojkagta rownoramiennego ACS jest zawarta w osi symetrii tego trojkata.
Wynika stad, ze AW =CW. Diugos¢ odcinka AW obliczamy stosujac twierdzenie
Pitagorasa do trojkata prostokatnego ATW , w ktorym

[TW|=|ST|-|SW| = £—% *é_



Otrzymujemy zatem

|AW[" =|AT[" +[TW [ {g} {ﬁ] =

3

oo

skad
AW[= W] =

Yo
)

B oy B
o= 2,

Podsumowujac, szukane odcinki maja dtugosci: |AW| = |CW|

Zadanie 29. (0-6)

Kwadrat ABCD o boku dtugosci 1 jest podstawg ostrostupa ABCDS . Odcinek HS jest
wysoko$cig ostrostupa, przy czym punkt H dzieli przekatng AC podstawy w stosunku 2 :1.

Krawedzie boczne BS i DS majg dlugo$¢ rowng 1. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa oraz
dtugos$ci krawedzi AS i CS.

Rozwigzanie
Niech T oznacza punkt przeciecia przekatnych AC i BD podstawy ostrostupa

2 2 N2 .
Poniewaz |AC|:x/§, wiec |CH|=£Or |HT| £—£ £ Trojkat BSD  jest

rownoramiennym trojkatem prostokatnym, dlatego ze jego ramiona majg dlugosci
. 2 i
|BS|=|DS|=1, a podstawa IBD|=+2. Stad wynika, ze |ST|=§, Obliczamy zatem

wysokos¢ HS tego ostrostupa, stosujac twierdzenie Pitagorasa do trojkata SHT :

IHS|" =|ST|" —|HT[ =——%=g skad wynika, ze |HS|= =
Objetos¢ V tego ostrostupa jest zatem rowna:
1.2 2
V==1-==
373 9

Pozostaje obliczy¢ jeszcze dtugosci krawedzi bocznych AS i CS . Z twierdzenia Pitagorasa
zastosowanego dwukrotnie, najpierw do trojkata AHS |, otrzymujemy

2 2
|As|2:|AH|2+|Hs|2:[¥J +@ =2 wige |As|= 28

3
natomiast do trojkgta CHS

2 2
CS[ =|CH[ +|HS| = V21 (2) 12 oy CS| = f
3 3’

3

Uwaga
Rozwazany ostrostup nie jest prawidtowy, a wszystkie sciany boczne tego ostrostupa sa
trojkatami rownoramiennymi.



Zadanie 30. (0-4)

Dany jest szescian ABCDEFGH , ktorego krawedz ma dlugo$¢ 15. Punkty Q i R dzielg
krawedzie HG i FG w stosunku 2:1, to znaczy |HQ| =|FR|=10. Plaszczyzna AQR

przecina krawedzie DH i BF odpowiednio w punktach P i S . Oblicz dlugosci odcinkow
DP i BS.

Rozwigzanie
Rozwazamy kwadrat EFGH . Niech T oznacza punkt przecigcia przedtuzen odcinkéw QR
I EF (zobacz rysunek).

Dhugosci odcinkéw: |QG| = |GR| =5, |RF| = |FT| =10

Tréjkaty prostokatne RFT i RGQ sa podobne na mocy cechy kkk. Stad wynika, ze |FT|=10.
Teraz rozwazamy kwadrat ABFE (zobacz rysunek).

Dhugosci odcinkow: |FT| = 10, |FS| = x, JAB| = 15, [BS| = 15 - X

Trojkaty prostokagtne ABS i TFS sg podobne na mocy cechy kkk. Mozemy wigc zapisaé

roOwnanie
|SF| |BS| X 15—Xx
— =1—, azatem — = .
|FT| |AB] 10 15

Rozwigzujemy to rownanie

15x=150-10x, x=6.
Zatem dlugos¢ szukanego odcinka BS jest rowna 9. Poniewaz punkty B i D leza
symetrycznie wzgledem ptaszezyzny ACGE , wigc |DP|=|BS|=9.

Zadanie 31. (0-3)

Oblicz, ile jest wszystkich liczb siedmiocyfrowych, w zapisie ktorych nie wystgpuje zero i na
doktadnie dwoch miejscach stoja cyfry parzyste.

Rozwigzanie

Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech krokow. W kroku pierwszym obliczamy, na ile
sposobow mozna wybra¢ dwa miejsca (sposrod siedmiu), na ktorych stoja cyfry parzyste. Ten
krok mozemy wykona¢ czterema sposobami.

e Mozemy skorzysta¢ ze wzoru na liczbe dwuelementowych kombinacji ze zbioru

siedmioelementowego; wyraza si¢ ona wspotczynnikiem dwumianowym (ZJ Ten

wspotczynnik mozemy odczytac z trojkata Pascala lub obliczy¢ ze wzoru
m)  ml!
n) n{(m-n)’

7 | | .7 .51 .
T 767567 .
2) 2i(7-2)! 2181 2151 2

Mamy zatem




Mozemy po prostu wszystkie te sposoby wyboru dwoch miejsc wypisa¢ (kwadracik pusty
oznacza miejsce dla cyfry nieparzystej, kwadracik pelny — dla parzystej):

1 ®E ®E 0O O O O O
2: E O m O O O O
3: E O O ®m O O O
4: E 0 O O m 0O O
5: E O O O O m O
6: E 0 O O O O =
7. O m ®m O O O O
8: O m O m O 0O O
9: O m O O m O O
10: O m O O O m O
11: O m 0O O O O =
12: O O m ®m O O O
13: O O m O m O O
14: O O m O O m O
15: O O m O O O =
16: O O O m m 0O 0O
17: O O O m O m O
18: O O O m O O =
19: O O O O m m O
20: O O O O m O =
21: O O O O O m =

e Mozemy takze te mozliwosci zliczaé: jesli pierwsza (liczac od lewej strony) cyfra

parzysta stoi na pierwszym miejscu, to druga mozemy ustawi¢ na jednym z szesciu
miejsc (od drugiego do siodmego); jesli pierwsza (od lewej strony) cyfra parzysta stoi
na drugim miejscu, to drugg mozemy ustawi¢ na jednym z pigciu miejsc i tak dalej.
Wreszcie, jesli pierwsza cyfra parzysta stoi na szostym miejscu, to druga moze stac
tylko na miejscu siodmym. L.gcznie mamy wigc

6+5+4+3+2+1=21
sposobow wyboru dwoch miejsc dla cyfr parzystych.
Mozemy wreszcie rozumowaé nastepujaco: jedng cyfre parzysta mozemy ustawi¢ na
jednym z 7 miejsc, drugg na jednym z szesSciu miejsc. W ten sposob kazde ustawienie
policzylismy dwukrotnie, np. ustawienie

O O | O | O O

mozemy otrzyma¢ wybierajgc najpierw miejsce trzecie, a potem miejsce piate lub
wybierajac najpierw miejsce piate, a potem miejsce trzecie. Zatem liczba sposobow
wyboru tych dwoch miejsc jest rowna

78 73201
2

W kroku drugim obliczamy, na ile sposobéw mozemy na miejscach wybranych dla cyfr

parzystych i nieparzystych napisa¢ te cyfry. Skorzystamy dwukrotnie z reguly mnozenia.
Najpierw na wybranych dwoch miejscach ustawiamy cyfry parzyste. Poniewaz w zapisie
liczby nie wystepuje zero, wiec na kazdym miejscu mamy do wyboru cztery cyfry: 2, 4, 6, 8.
Mamy zatem 4° =16 sposobow zapisania cyfr parzystych na wybranych miejscach. Wreszcie
na kazdym z pozostatych pieciu miejsc zapisujemy jedna z pigciu cyfr nieparzystych: 1, 3, 5,
7, 9. Mamy zatem 5° =3125 sposobow zapisania cyfr nieparzystych na pozostatych
miejscach.



W kroku trzecim obliczamy, ile jest liczb siedmiocyfrowych spetniajacych warunki opisane w
zadaniu. Korzystamy jeszcze raz z reguty mnozenia i otrzymujemy

21-4?.5° =21-16-3125=1 050 000
liczb.

Zadanie 32. (0-4)

Oblicz sume¢ wszystkich liczb trzycyfrowych zapisanych wytacznie za pomocg cyfr 1, 2 i 3,
wiedzac, ze cyfry mogg si¢ powtarzac.

Rozwigzanie
Zauwazmy najpierw, ze istnieje tylko 27 liczb trzycyfrowych, ktorych cyfry sa wybrane
sposrod cyfr 1, 2 i 3. Pierwsza cyfr¢ mozemy bowiem wybraé na 3 sposoby, drugg takze na
trzy sposoby (cyfry moga si¢ powtarzac) i trzecig tez na trzy sposoby. Najprostszy sposob
rozwigzania zadania polega zatem na wypisaniu i dodaniu (np. na kalkulatorze) tych liczb.
Oto one:

111 +112+ 113+ 121 + 122 + 123 + 131 + 132 + 133 = 1098,

211+ 212 + 213 + 221 + 222 + 223 + 231 + 232 + 233 = 1998,

311 + 312 + 313 + 321 + 322 + 323 + 331 + 332 + 333 = 2898.

Suma wszystkich liczb jest rowna
1098 + 1998 + 2898 = 2898.

Liczby te mozna tatwo doda¢ bez uzywania kalkulatora. Zauwazmy, ze sumy liczb w trzech
wierszach sg rowne:

9100+ (11 +12+13+21+22+23+31+ 32+ 33)=900 + 198 = 1098,

9.-200+ (11 +12+13+21+22+23+31+ 32+ 33)=1800 + 198 = 1998,

9-300 + (11 + 12 + 13 + 21 + 22 + 23 + 31 + 32 + 33) = 2700 + 198 = 2898.
Dodawanie

11+12+13+21+22+23+31+32+33=198
moze by¢ wykonane w pamigci; pozostate dodawania mozna tatwo wykona¢ tez W pamieci
lub pisemnie. Najwazniejsze bylo zauwazenie, ze we wszystkich dodawaniach wystepowata
ta sama suma liczb dwucyfrowych i zmieniaty sie¢ tylko sumy setek. Ta obserwacja bedzie
podstawg dla drugiego sposobu rozwigzania.
Obliczajac sume wszystkich 27 liczb, kazda z tych liczb zapiszemy w postaci
a-100+b-10+c
I bedziemy oddzielnie dodawa¢ wielokrotnosci 100, oddzielnie wielokrotnosci 10 i wreszcie
oddzielnie cyfry jednosci. Policzmy, w ilu liczbach jedynka wystepuje na pierwszym miejscu
(tzn. jako cyfra setek). Ot6z na drugim miejscu mozemy postawi¢ jedng z trzech cyfr i na
trzecim tez jedng z trzech cyfr. Zatem jedynka jest na pierwszym miejscu w dziewigciu
liczbach. W sumie wszystkich dwudziestu siedmiu liczb dziewig¢ razy wystapi sktadnik 100.
Podobnie 9 razy wystapi sktadnik 200 i 9 razy wystgpi sktadnik 300. Zatem sktadniki postaci
a-100 dadza sume
9-100 +9-200 + 9-300=9-100- (1 + 2+ 3) =9-100-6 = 5400.
Tak samo pokazujemy, ze kazda cyfra wystapi 9 razy na drugim miejscu (tzn. jako cyfra
dziesigtek). Zatem skladniki postaci b-10 dadzg sume
9-10+9-20+9-30=9-10-(1 +2 + 3) =9-10-6 = 540.
Wreszcie tak samo pokazujemy, ze kazda cyfra wystapi 9 razy jako cyfra jednosci. Suma cyfr
jednosci jest zatem rowna
9.1+9.-2+9-3=9-(1+2+3)=9-6 =54.



Suma wszystkich liczb wynosi zatem.
5400 + 540 + 54 = 5994,

Zadanie 33. (0-7)
Oblicz, ile jest wszystkich liczb osmiocyfrowych, ktorych iloczyn cyfr jest rowny 24.

Rozwigzanie

Rozktadamy liczbe 24 na czynniki pierwsze 24=3-2-2-2.

Mamy wigc pie¢, parami wykluczajagcych si¢ mozliwosci, W ktorych iloczyn cyfr liczby

o$miocyfrowej jest rowny 24:

1. Wirdd cyfr tej liczby sg trzy dwdjki, jedna trojka i cztery jedynki (24=3-2-2-2-1-1-1-1).
Liczbe takich liczb mozna obliczy¢ na przyktad tak:

J 8-[3]=280 — wybieramy jedno miejsce z osmiu dla trojki a nastepnie trzy

miejsca z pozostatych siedmiu dla dwojki
albo tak:

8 : - : .
. (4)4 =280 — wybieramy cztery miejsca dla cyfr r6znych od jedynki, a nast¢pnie

sposrod nich wybieramy miejsce dla trojki,
albo tak:
. % — 280 — ustawiamy na wszystkie mozliwe sposoby cyfry liczby 32221111.
2. Wsrod cyfr tej liczby sg trojka, czworka, dwojka i pie¢ jedynek (24=3-4-2.1-1.1-1.1).
Liczbe takich liczb mozna obliczy¢ na przyktad tak:
e 8-7-6=336 — wybieramy miejsca dla cyfr: trzy, cztery, dwa
albo tak:

8 : - :
o [3}-3!:336 — wybieramy trzy miejsca dla cyfr: trzy, cztery, dwa, nastepnie

przestawiamy te cyfry mi¢dzy soba,
albo tak:

]
. 8 336 — ustawiamy na wszystkie mozliwe sposoby cyfry liczby 32411111.

5!
3. Wsrod cyfr tej liczby sg trojka, 6semka i sze$¢ jedynek (24=3-8-1-1-1-1-1-1).
Liczbg takich liczb mozna obliczy¢ na przyktad tak:
e 8.-7=56 — wybieramy miejsce dla trojki i z pozostatych dla 6semki
albo tak:

8
. (ZJ -2=56 — wybieramy dwa miejsca z o$miu dla tréjki i 6semki, nastepnie
wybieramy miejsce dla kazdej z nich,
albo tak:
|

J % =56 — ustawiamy na wszystkie mozliwe sposoby cyfry liczby 38111111.

4. Wsrdd cyfr tej liczby sg szostka, czworka i szes¢ jedynek (24=6-4-1-1.1.1.1.1).
Liczbe takich liczb mozna obliczy¢ na przyktad tak:
e 8.7=56 — wybieramy miejsce dla szostki i czworki
albo tak:



8
o ( J-Z =56 — wybieramy dwa miejsca z o$miu dla szostki i czworki, nastgpnie

2
wybieramy miejsce dla kazdej z nich,
albo tak:
]
o % =56 — ustawiamy na wszystkie mozliwe sposoby cyfry liczby 64111111.

5. Wsrod cyfr tej liczby sg dwie dwojki, jedna szostka i pie¢ jedynek(24=6-2-2-1-1-1-1-1).
Liczbe takich liczb mozna obliczy¢ na przyktad tak:

7
. 8'[2] =168 — wybieramy miejsce dla szostki, nastgpnie dwa miejsca z siedmiu dla

dwojek
albo tak:

o (3} -3=168 — wybieramy trzy miejsca z o$miu dla szdstki i dwoch dwojek,

nastepnie sposrod nich wybieramy miejsce dla szostki,
albo tak:
1
o % =168 — ustawiamy na wszystkie mozliwe sposoby cyfry liczby 62211111.
Zatem wszystkich liczb osmiocyfrowych, ktorych iloczyn cyfr jest rowny 24, jest

280+336+56+56+168=896.

Zadanie 34. (0-6)

Oblicz, ile jest wszystkich liczb stucyfrowych o sumie cyfr rownej 5, w zapisie ktorych
wystepuja tylko cyfry 0, 1, 3, 5.

Rozwigzanie

Wszystkie liczby stucyfrowe o sumie cyfr rownej 5, w zapisie ktoérych wystepuja tylko cyfry

0, 1, 3, 5 mozemy podzieli¢ na 4 grupy w zaleznosci od tego, jaka cyfra stoi na pierwszym

miejscu liczby:

1. Liczba 5000...000,w ktérej po cyfrze Snastepuje 99 zer. Jest jedna taka liczba.

2. Liczby postaci 3000...1...000...1...000, w ktérych po cyfrze 3wystepuje 97 cyfr 0i dwie
cyfry 1, stojagce na dwoch miejscach wybranych z 99 mozliwych miejsc. Jest

99) 99.
( ) J _ &298 —99.49 = 4851 takich liczb.

wystepuje 97 cyfr 0 oraz cyfry 1 i 3(w dowolnej kolejnosci), stojace na dwoch
miejscach wybranych z 99 mozliwych miejsc. Jest 99-98 =9702 takich liczb.

4. Liczby postaci 1000...1...000...1...000...1...000...1...000, w ktorych po cyfrze 1 wystepuje
95 cyfr Qi cztery cyfry 1, stojace na czterech miejscach wybranych z 99 mozliwych

24
Zatem wszystkich liczb stucyfrowych o sumie cyfr rownej 5, w zapisie ktorych wystepuja
tylko cyfry 0, 1, 3, 5, jest
1+4851+9702+3764 376 =3778930.

99 -98-97-
miejsc. Jest ( 4 J =w =33-49-97-24 =3764 376 takich liczb.



Zadanie 35. (0-3)

Doswiadczenie losowe polega na tym, ze losujemy jednoczesénie dwie liczby ze zbioru
{1,2,3,...,12,13} . Oblicz prawdopodobienistwo warunkowe, ze wérod wylosowanych liczb
bedzie liczba 8, pod warunkiem, ze suma wylosowanych liczb bedzie nieparzysta.

Rozwigzanie
Zdarzeniami  elementarnymi  sg  wszystkie  dwuelementowe  podzbiory  (pary

nieuporzadkowane, kombinacje) zbioru {1,2,3,...,12,13}. Jest to model klasyczny.

Wprowadzamy oznaczenia:
A — wirod wylosowanych liczb bedzie liczba 8,
B — suma wylosowanych liczb bedzie nieparzysta.

P(AnB) |ANB]

P(B)  [B]
Zdarzeniu B sprzyjaja kombinacje ztozone z jednej liczby nieparzystej i jednej parzystej,
|B| =7-6=42,
Zdarzeniu AN B sprzyjaja kombinacje ztozone z liczby 8 i jednej liczby nieparzystej,
|ANB|=1-7=7,
stad

Mamy obliczy¢ P(A|B) =

7 1
P(A|B)=—="=.
AIB)=22"%

Zatem prawdopodobienstwo, ze wsrod wylosowanych liczb bedzie liczba 8, pod warunkiem,

ze suma wylosowanych liczb bedzie nieparzysta, jest rowne % .

Zadanie 36. (0-3)

Niech A, Bbeda zdarzeniami losowymi zawartymi w Q. Wykaz, ze jezeli P(A)=0,7 i
P(B)=0,8,t0 P(A|B)=>0,625.
P(A|B) oznacza prawdopodobienstwo warunkowe.

Rozwigzanie
p(a|B) = PANB)

P(B)
Wykazemy najpierw, ze jezeli P(A)=0,7 i P(B)=0,8,t0 P(AnB)>0,5.
Wiemy, ze P(AUB) = P(A)+P(B)—P(AnB) oraz P(AUB) <1.
Mamy wiec: 1> P(AuUB)=P(A)+P(B)-P(AnB), stad P(AnB)>P(A)+P(B)-1,
czyli P(ANB)=>0,5.

P(AnB) .05

Zadanie 37. (0-4)



Wybieramy losowo jedna liczbe ze zbioru {1,2,3} i gdy otrzymamy liczbg N, to rzucamyn

razy symetryczng monetg. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej jednego orta.
Wynik przedstaw w postaci utamka zwyktego nieskracalnego.

Rozwigzanie

Wprowadzamy oznaczenia dla zdarzen:

B, - wylosujemy liczbg 1,

B, - wylosujemy liczbg 2,

B, - wylosujemy liczbg 3,

A - otrzymamy co najmniej jednego orta.

Zdarzenia B, B, i B, spelniaja zalozenia twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym,
poniewaz

1
B, LB, UB; =, BB, =B By =B, "B, =@, P(B) = P(B;) = P(By) =3 >0.
Stosujac twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym do zdarzenia A, otrzymujemy
P(A)=P(A[B)P(B) +P(A|B;)P(B,) + P(A| B3)P(Bs).

Ponicwaz P(A|Bl):%, P(A|BZ)=% P(A|Bg):g,wie;c

P(A) = P(A|B)P(B,)+P(A| B,)P(B,) + P(A| B;)P(B;) == - + +§

N |
R[S

AW
Wik
Wl

N[~
Wl

Zatem prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej jednego orta jest rowne % .

Uwaga
Zdajacy moze rozwigza¢ zadanie za pomocg drzewa.

Zadanie 38. (0-2)

Niech A, B begda zdarzeniami losowymi zawartymi w Q. Wykaz, ze jezeli
P(AnB)=P(A)P(B),to P(AnB")=P(A)P(B").
B’ oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia B.

ROZVSF/?TE'): P(A)-P(ANB)=P(A)-P(A)P(B)=P(A)(1-P(B))=P(A)P(B')



