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Temat: Ekstrema funkgcji.

DEFINICJA

Funkeja f przyjmuje w punkcie zy minimum lokalne f(z), jesli istnieje
0 > 0 takie, ze dla kazdego x € (zg—0;x0+0) i & # T zachodzi nieréwnosé
f(x) > f(xo).

Funkcja f przyjmuje w punkcie o maksimum lokalne f(zg), jesli istnieje
0 > 0 takie, ze dla kazdego x € (xrg—9;x0+0) i & # ¢ zachodzi nieréwnosé

f(z) < f(zo).

L

Minima lokalne i maksima lokalne nazywamy
ekstremami lokalnymi (lub po prostu ekstre- Y
mami).

Na rysunku obok przedstawiony jest wykres
funkeji f. Ma ona maksimum lokalne w punk-
cie r; oraz minimum lokalne w punkcie z5.
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WARUNEK KONIECZNY ISTNIENIA EKSTREMUM

Jesli funkecja f ma pochodna w punkcie z; i osigga w tym punkcie ekstre-
mum, to f'(zg) = 0 (styezna do wykresu funkeji f w punkcie (zo, f(z0))
jest réwnolegla do osi OX).

Warunek f'(zq) = 0 jest dla funkeji rézniczkowalnej warunkiem koniecznym,
nie jest natomiast warunkiem wystarczajacym (dostatecznym) istnienia eks-
tremum.



WARUNEK WYSTARCZAJACY ISTNIENIA EKSTREMUM

Jedli funkcja f ma pochodna w przedziale (a;b) oraz f'(z) > 0 dla

x € (a;mg) 1 f'(x) < 0dlaz € (x0;b), to f ma w punkcie zy maksimum.
Jesli funkeja f ma pochodna w przedziale (a;b) oraz f'(z) < 0 dla

r € (ajxg) 1 f/(z) > 0dlaz € (zg:b), to f ma w punkcie zy minimum.
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Uwaga. Czesto méwimy krétko, ze jezeli pochodna funkeji f zmienia w punkcie zq
znak z dodatniego na ujemny, to funkecja f ma w tym punkecie maksimum, a jezeli
z ujemnego na dodatni, to funkeja ma w tym punkcie minimum.

Jezeli f'(xy) = 0 i pochodna tunkeji f w punkcie z; nie zmienia znaku, to w punkcie
tym funkcja nie ma ekstremum.

Przykiad 2
Wyznacz ekstrema funkeji f(z) = —3z* + 427,
f(x) = —1223 + 1222  wyznaczamy pochodna funkeji f

, 3 5 . WYyZnaczamniy miejsca
f (5'3) =0, gdy —122° + 122 =0, czylidlaz =0,z =1  jerowe pochodnej

znak f’ - o
aby rozwiazaé nieréwnosci f'(z) > 0 oraz
+ + + + + + _____ r .y - ' . . .
0 1\ X f'(z) < 0, szkicujemy odpowiedni wykres
Zatem funkcja r) = —3z* 4x3 ma  korzystamy z warunku dostatecznego ist-
] + ystamy .

nienia ekstremum (w zp = 1 pochodna

maksimum w punkcie zo = 1. Jest ono . _ _
zmienia znak z dodatniego na ujemny)

rowne f(1)=-3+4=1.

W punkcie 70 = 0 funkcja f(z) = —3z* + 42° nie ma ekstremum, gdyz
pochodna nie zmienia w tym punkcie znaku.

Cwiczenie 1

Wyznacz ekstrema funkcji f.
a) f(r)=—2° 4+ 3z +2

b) f(x) = 22% — 32% — 12z

¢) f(x)=3z*—-8z%+4



